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4.08 ENERGIA MECANICA.

Consideremos el caso de una particula que se desplaza a lo largo de una determinada
trayectoria entre dos puntos (A) y (B) de la misma, sometida a la interaccion con diferentes
campos de fuerza conservativos, cuya resultante identificaremos con (F¢) y no
conservativos, cuya resultante identificaremos con (Fxc), teniendo en cuenta el teorema de
las fuerzas vivas resulta que:

B - - -
[2[F + Fye)0dF = Ty - T,
Que sin lugar a dudas podemos expresar como:
B= - B~ -

Donde la primera integral puede expresarse en términos de la funcion energia potencial
asociada con la resultante de las fuerzas de interaccion, que en vista de su definicion no es
otra cosa que la suma de las funciones energias potenciales asociadas con cada uno de los
campos de fuerza conservativos involucrados, o sea.

v=y0,
i
Puesto que:

[PF, nde = [P0y FCiEDdf: Y [PBe WdEz -5 (05-0 )
Con lo que:

JEFC 0dr = 'HZ O - Z ® iAE: (0 5-0)
De (3.31) resulta:
IEFNC 0d7 = (Ty - Ty)+ (0 5- 0 5)
Que podemos expresar como:
B~ -
[ o e Odr = (T + 0 )= (Ty+ 0 4)
Definiendo la Energia Mecanica del Sistema, como:

E=T+0

Es claro que la anterior puede expresarse en términos de esta nueva magnitud, como:
B~ -

Que nos muestra a los cambios observados en la energia mecanica de un sistema
directamente vinculados con el trabajo mecanico que realizan las fuerzas no conservativas a
que esta sometido.

Conservacion de la Energia Mecanica.
De la expresion anterior resulta que, si el trabajo realizado por la resultante de las fuerzas no
conservativas es nulo o bien si la totalidad de las fuerzas actuantes son conservativas,
entonces la energia mecanica del sistema permanecera constante e igual al valor que tenia en
el instante inicial.

E=E,
Que en adelante reconoceremos como Teorema de Conservacion de la Energia Mecanica y
que como veremos es una herramienta sumamente Util para la resolucion de problemas.
Finalmente, es oportuno destacar que la conservacion de la energia mecanica de ninguna
manera implica la conservacién de las energias, cinética y potencial. Implica la conservacion
de la suma de ambas magnitudes y por lo tanto un incremento en una de ellas debera estar
acompanado necesariamente de una disminucion en la restante y viceversa.
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Ejemplo.

Consideremos el caso de una particula que es lanzada verticalmente desde un punto a una
distancia (r,) del centro de la tierra con una velocidad (V,) inferior a la velocidad de escape.
Suponiendo despreciable la interaccién con la atmdsfera la particula estard sometida
unicamente a la interaccion con el campo gravitatorio terrestre y por lo tanto su energia
mecanica permanecera constante e igual a la que tenia en el instante del lanzamiento, con lo
que, su energia mecanica en cualquier instante posterior al indicado, cuando se encuentre a
una distancia (r) del centro de la tierra, debera ser tal que:

E(r) = E,
Luego en dicho punto se verificara que:
T+O(r)=T +0(r)
Y por lo tanto:
1 mM 1 mM
“mvi- Gt s Smvi- G2
r 2 I,
De donde obtenemos que su velocidad en funcion de la coordenada radial vendra dada por:
I 1
v2 = Vf-2GM —- -
T r

[e)

Coincidente con la expresion lograda anteriormente al tratar un tiro vertical de largo alcance
mediante la integracion de la ecuacion de Newton.

Resulta interesante realizar un andlisis cualitativo de
la situacion planteada valiéndonos de una grafica de

ro e r
las energias involucradas como la que se muestra en
la figura lateral, donde se grafica la funcidon energia @ (r)
potencial y la energia mecanica de la particula, E!I]
(r]

claramente constante e igual a la que teniamos
inicialmente, resultante de sumar la energia
potencial gravitatoria mas la energia cinética dada a
la particula en el instante del lanzamiento, esto es:

E=T, +0,

Donde, la energia cinética de la particula en diferentes puntos de su trayectoria vendra dada
por la diferencia entre su energia mecanica y el valor que toma la funcion energia potencial
en dichos ;)untos, esto es:

T(r =E, -0 (r)
Que en la figura se indica con lineas enteras para tres puntos de la coordenada radial entre su
valor de lanzamiento y el maximo que dicha coordenada puede alcanzar, que sin lugar a

dudas corresponde al que se obtiene de igualar la energia mecénica con la potencial, con lo
que dicho valor debera ser tal que:

0 (r,)=E
De donde resulta:

rm:-GmM
E

o

Siendo importante tener presente que para la situacion en consideracion, a la que se hace
referencia cualitativamente en la figura, la energia mecanica de la particula es negativa.

De lo expuesto es claro que si deseamos incrementar el valor maximo de la coordenada
radial, esto es, incrementar la altura que puede alcanzar la particula, serd necesario
incrementar la energia mecanica correspondiente al instante del lanzamiento, ya sea
efectuando el lanzamiento desde mayor altura o bien incrementando la energia cinética
inicial (notar que como la energia mecanica es negativa, un incremento de la misma se

o
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corresponde con un valor absoluto mas pequefio). En particular si desearamos alcanzar
puntos infinitamente alejados del centro de la tierra sera necesario que la energia mecanica
minima en el instante inicial sea nula, lo que requiere que en dicho instante la energia
cinética coincida numéricamente con la potencial.

Resulta oportuno destacar que los Unicos valores posibles para la coordenada radial son
aquellos para los cuales la energia potencial de la particula es menor o igual que su energia
mecanica, conjunto de puntos que en la figura anterior se indica con doble trazo a lo largo
del eje horizontal.

Finalmente, en la figura siguiente se puede observar como depende la altura maxima de la
velocidad con que se efectua el lanzamiento para tres situaciones diferentes.

Cuando se lo hace desde la superficie de la tierra (r,= Rr), cuando se lo hace desde un punto
cuya distancia al centro de la tierra es igual al doble del radio de la tierra (r, = 2Ry), y
finalmente cuando el lanzamiento se realiza desde una distancia igual a cuatro veces el radio
terrestre (r,= 4Rr), en cuyos casos se obtiene los valores para la velocidad de escape que se
indican a continuacion, que recordemos podemos obtenerla teniendo en cuenta que para que
llegue infinitamente lejos del centro de la tierra sera necesario que la energia mecanica en el
instante inicial sea nula, lo que requiere que en dicho instante la energia cinética coincida
numéricamente con la potencial, con lo que dicha velocidad resulta.

2 GM altura maxima (k)

= £0 000
Ve =
1.O
Resultando para la velocidad de escape desde
diferentes puntos de lanzamiento, los valores  #0.000

que se indican a continuacion.

o= Ry ve=11.193 m/seg. =40.295 km./h 10.000 A
ro,=2Rp v.= 7.895 m/seg. =28.427 km./h 2000 4000 GOOO  S000 10000 12000
ro=4Rr: ve= 5.584 m/seg. =20.101 km./h welocidad inicial (miseg)

Ejemplo.
Consideremos a continuacion la situacion que se sugiere en la figura siguiente,
correspondiente a un cuerpo de masa (m) que desliza, libre de rozamiento, a lo largo de la
superficie exterior de un casquete esférico luego de ser lanzado desde el vértice con una
velocidad como la indicada en la mencionada figura.
Teniendo en cuenta que la fuerza que resulta de la interaccion
entre el cuerpo y el casquete no realiza trabajo mecanico por
ser normal a la trayectoria en todo momento y en vista de que
el campo gravitatorio es un campo conservativo, es claro que
la energia mecanica de la particula permanecera constante y
por lo tanto en cualquier punto de la trayectoria a lo largo del
casquete se verificara que:

T+0 =T +0.

Con lo que, determinando la coordenada vertical desde la base del casquete, resulta:

1 1
Emv2 t+ mgR cosf = Emv2 + mgR

De donde:
2 2
v? = vZ+ 2gR(1- cosh)
Teniendo en cuenta la relacion entre la velocidad de la particula y su velocidad angular

determinada respecto del centro del casquete, resulta:
2

2. Vo, 28
GZ—RZ E(l-cosﬂ)
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Planteando ahora las componentes polares de la ecuacion de Newton tenemos que:

- _ )
€, -~ N- mgcosf = mRY

€, - mgsend = mRE
Con lo que de la ecuacion correspondiente a la componente radial obtenemos para la fuerza
que resulta de la interaccion entre el cuerpo y el casquete, la siguiente expresion en funcion
de la coordenada angular:

o

N = 3mgcosf - 2mg - m;

En particular, el valor de la coordenada angular en el instante en que el cuerpo se despega
del casquete correspondera al valor para el que se anula la interaccion indicada
anteriormente, en cuyo caso de la anterior obtenemos que el valor de dicha coordenada sera
tal que:

V2
cosf = —+

3Rg

Expresion que tiene sentido siempre que:
2 2

2 2
2y e Yo ¢ =
3 3Rg 3Rg 3

O sea si la velocidad inicial es tal que:

v. < JRg

En particular si el cuerpo fuera lanzado con la velocidad indicada anteriormente, se
despegaria del casquete en el punto de lanzamiento, lo que también sucederia con cualquier
otro valor de velocidad inicial superior al mencionado. En cambio si el cuerpo se aparta muy
lentamente de su posicion de equilibrio, esto es suponiendo nula su velocidad inicial, iniciara
el recorrido a lo largo del casquete para despegarse del mismo en el punto en que su
coordenada angular es tal que:

2 o
cosf = 3 0 06048
Independiente de la masa del cuerpo involucrado.

Ejemplo.
La figura muestra un cuerpo de masa m que desliza
con una velocidad (V,) a lo largo de una superficie
horizontal libre de rozamiento para impactar con el
extremo de un muelle lineal que se encuentra
inicialmente comprimido en una longitud (&o).
Suponiendo que el cuerpo queda acoplado al resorte y puesto que el sistema esta libre de
rozamiento, la energia mecanica del sistema ha de permanecer constante y por lo tanto:
lmV2 1 lk62 = lmV2 1 lkéf
2 2 2 2

o]

Con lo que la velocidad del centro de masa del cuerpo en funcidén de la compresion del
resorte y de las condiciones iniciales vendra dada por:

RV LY (LS
m

De donde obtenemos que la méxima deformacion, que corresponde al instante en que se
anula su velocidad, viene dada por:
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5oz 52+ 2
k

Coincidente con la obtenida al tratar el tema "oscilaciones libres" a lo largo del capitulo

anterior, pudiendo observarse que esta expresion nos proporciona la amplitud con que

oscilard el cuerpo alrededor de su posicion de equilibrio luego de quedar acoplado al resorte.

DI3)
Resulta interesante identificar estas conclusiones en una
representacion grafica de las energias involucradas en
funcion de la deformacion del resorte, como se muestra en

la figura siguiente, donde con trazo doble sobre el eje !
horizontal se indica la zona en la que podra desplazarse el , :
centro de masa del cuerpo y con trazo lleno sobre el eje Lo
vertical se indica la energia cinética inicial entregada al — g _é
sistema. m
Finalmente, si desedramos ampliar la zona en la que se desplazara el cuerpo deberiamos
entregarle mayor energia mecanica al sistema, ya sea incrementando la energia cinética con
que es lanzado el cuerpo o bien la deformacion inicial del resorte.

ez
=

=
gl ik

(a7} SEEEEETTEETEERS
3

Ejemplo.
Como una aplicacion interesante del teorema de conservacion veremos como, a partir de éste
es posible obtener una expresion para la ecuacién de movimiento.

y

3

F._
[N R

Con este proposito pensemos nuevamente en un sistema libre de rozamiento compuesto por
un cuerpo que interactiia con un muelle lineal como el que se sugiere en la figura anterior,
donde la coordenada de posicion se determina a partir de la configuracion de equilibrio.
Suponiendo que el sistema se aparta de la configuracion de equilibrio y se lo deja en libertad,
es claro que la energia mecanica permanecera constante y por lo tanto:

lmV2 + lkx2 = E
2 2

Derivando temporalmente y teniendo en cuenta que la energia mecanica permanece
constante, obtenemos:
mvv+ kxx = 0
Que en términos de la coordenada de posicion y sus derivadas temporales nos queda.
mxX + kxx =0
De donde:
k

X=-—X
m

Coincidente con la ecuacion obtenida al tratar las oscilaciones libres de un cuerpo sujeto a un
muelle.
Analogamente, en el caso de un péndulo puntual como el
sugerido en la figura lateral, al que suponemos se lo deja
en libertad desde la posicion indicada y teniendo en
cuenta que la fuerza que resulta de la interaccion con la o
cuerda no realiza trabajo mecanico por ser en todo
momento perpendicular a la trayectoria, es inmediato que
la energia mecanica del sistema permanecera constante y
por lo tanto, determinando la coordenada vertical desde el mg
vértice de la trayectoria, resulta:

=l
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%mv2 ¥ mgL(l- cos(p) = E

Expresando la velocidad de la particula en términos de la derivada temporal de su
coordenada angular, de la anterior obtenemos que:

1 .
Emchp2 ¥ mgL(l - cos(p) = E

Derivando temporalmente y puesto que la energia mecanica permanece constante, resulta:
mL*g¢ + mgLgsen¢ = 0

De donde operando algebraicamente es inmediato que:

. g
0 Lsen(p

Coincidente con la ecuacion obtenida al considerar esta situacion anteriormente.

Simulaciones Recomendadas.

Movimiento Sobre la Superficie de un Casquete Esférico.

Como una ilustracién del ejemplo planteado en la pagina 4.146, se recomienda trabajar con
la simulacion a la que puede acceder ejecutando el archivo Cupula.htm incluido en la
carpeta del mismo nombre.

Movimiento en el Interior de una Cicloide - I

Ejecutando el archivo Cicloide-1.htm, incluido en la carpeta del mismo nombre, accedera a
una simulacidon con la que podra verificar que el tiempo empleado por una particula en
desplazarse entre dos puntos extremos a lo largo de superficies libres de rozamiento, como la
recta y la cicloide que se muestran en la figura, serd minimo cuando lo hace a lo largo del
interior de la cicloide.

Al respecto resulta oportuno mencionar
que el tiempo empleado a lo largo de una
cicloide es en realidad el minimo
necesario  para unir dos puntos 4
pertenecientes a trayectorias arbitrarias. 5

Movimiento en el Interior de una Cicloide - I1

Ejecutando el archivo Cicloide-2.htm, incluido en la carpeta del mismo nombre, podra
acceder a una simulacidon con la que podra verificar que el tiempo empleado por una
particula en desplazarse a lo largo del interior de una cicloide, desde un punto cualquiera
hasta el vértice de dicha superficie, es independiente del punto desde donde se la deja caer.
Teniendo en cuenta la propiedad indicada anteriormente, es claro que el periodo de un
péndulo que se desplace a lo largo de una cicloide resultara independiente de la amplitud con
la que oscila, sistema conocido como péndulo sincroénico.

Movimiento en el interior de un Casquete Esférico.

Ejecutando el archivo Casquete.htm, incluido en la carpeta del mismo nombre, podra
acceder a una simulacion con la que podra verificar que el tiempo empleado por una
particula en completar una oscilacion a lo largo del interior de un casquete esférico libre de
rozamiento, depende de la amplitud de dicha oscilacion, tal como sucede en el caso de un
péndulo puntual donde el cuerpo se desplaza a lo largo de una trayectoria circular.

Balance Energético en un Muelle.

Ejecutando el archivo Muelle-2.htm, incluido en la carpeta del mismo nombre, podra
acceder a una simulacion destinada a ilustrar el intercambio energético en el caso de un
cuerpo que se apoya sobre un muelle inicialmente sin deformacion.
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Movimiento a lo Largo de la Superficie Interior de un Bucle

Ejecutando el archivo Bucle.htm, incluido en la carpeta del mismo nombre, podra acceder a
una simulacién destinada a ilustrar el movimiento de un cuerpo a lo largo de la superficie
interior de un bucle contenido en un plano vertical.

4.09 ZONAS CLASICAMENTE PROHIBIDAS Y PERMITIDAS.

Considerando una particula sometida a un conjunto de fuerzas conservativas y
designando con (®) a la funcion energia potencial asociada con el sistema de fuerzas
indicado, de lo desarrollado anteriormente es claro que la energia mecanica de la particula
permanecera constante y por lo tanto:

T+0(f)= E
Donde recordemos que:
Con lo que, la energia cinética serd una funcion de las coordenadas del punto tal que:

T?f) =E- 0 (%) 4.32
Puesto que dicha funcién deberd ser necesariamente positiva, de lo contrario daria lugar a
una velocidad imaginaria, que carece de significado fisico, la igualdad anterior nos indica

que, de acuerdo con éste formalismo, la particula solamente podra encontrarse en puntos con
coordenadas espaciales tales que:

E> o (7)
Conjunto de puntos que en general definiran una zona en el espacio, a la que en adelante

reconoceremos como Zona Clasicamente Permitida.
Analogamente el conjunto de puntos cuyas coordenadas espaciales sean tales que:

E< 0 (F)
Definiran una zona en el espacio donde, y de acuerdo con este formalismo, sera imposible
encontrar la particula y que en adelante reconoceremos como Zona Clasicamente
Prohibida.
Asi en el ejemplo que se ofrece en la pagina 4.20 la zona permitida para la particula esta
definida por el conjunto de puntos pertenecientes al volumen de una esfera con radio (r.,). Si
desearamos ampliar la zona permitida para la particula seria necesario incrementar su
energia mecanica, tal como se menciona en el tratamiento del ejemplo de referencia.
Analogamente para la situacion considerada en el ejemplo ofrecido en la pagina 4.21, la zona
permitida estd definida por el conjunto de puntos para los cuales la deformacion del resorte
es menor o igual que (&) indicada con doble trazo sobre el eje horizontal.

Simulacién recomendada.

Ejecutando el archivo Acotades.htm, podra acceder a una simulaciéon que le permitira
visualizar, para diferentes valores de la energia mecanica, las caracteristicas del movimiento
de una particula en un campo de fuerza que deriva de un potencial elastico y luego, en la
segunda simulacion, en un campo de fuerza que deriva de un potencial de Morse, que le
permitira observar la interesante semejanza que existe entre las variaciones temporales en el
estado de movimiento de particula incluida en dicha simulacién, con las variaciones
temporales observadas en la coordenada radial del satélite en orbita eliptica alrededor de la
tierra que se muestra en el video Eliptica.wmv

Fracasos del Formalismo Clasico.

Las conclusiones indicadas anteriormente son compatibles con el formalismo en desarrollo y
describen adecuadamente el comportamiento de los sistemas macroscopicos no asi el de
aquellos sistemas formados por particulas con masas sumamente pequeias, sistemas
microscopicos, en los que puede verificarse experimentalmente que existe una probabilidad
no nula de encontrar una particula en puntos pertenecientes a una zona clasicamente
prohibida, esto es, prohibida segtn el formalismo que actualmente estamos tratando, lo que
nos muestra una nueva limitacion en cuanto al alcance del formalismo en consideracion.
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Asi, en el proceso de decaimiento espontaneo mediante el cual un nucleo se fisiona
emitiendo una particula alfa para dar lugar a un nucleo con una configuracion mas estable, y
como consecuencia de la interaccion nuclear y coulombiana, dicha particula se ve sometida a
un campo de fuerzas que deriva de una funcién energia potencial que depende de la
coordenada radial como la indicada cualitativamente en la figura, donde Rn es el radio
nuclear.

Dicha gréafica muestra que la energia mecanica de la particula emitida durante el decaimiento
es inferior a la energia potencial del sistema en aquellos puntos pertenecientes al casquete
esférico de radios extremos (R;) y (R;). Puesto que inicialmente la particula se "encontraba"
en el interior del nucleo, esto es en la zona con coordenada radial inferior a (Ry) y
posteriormente la detectamos fuera del nucleo, o sea en la zona con coordenada radial
superior a (R;) es claro que el proceso no puede ser explicado por el formalismo que estamos
desarrollando, atendiendo que lo mencionado requiere el "pasaje" de la particula por puntos
pertenecientes a una zona clasicamente prohibida, motivo por el que al fenémeno se lo
conoce como efecto tinel.

@(r)
/ o

r
Ry FlN Ry
ZONAS Clasicamente permitidas.

Clasicamente prohibidas.

Procesos como el indicado juntamente con otros de naturaleza semejante, llevaron a la
necesidad de pensar en un nuevo formalismo capaz de explicar adecuadamente el
comportamiento de dichos sistemas y que actualmente conocemos como Mecénica Cuantica.
Segun este formalismo, la probabilidad de encontrar una particula en una zona clasicamente
prohibida ya no es nula y esta relacionada con la masa de la particula y con las energias
involucradas en el proceso.

4.10 MOVIMIENTO EN UN CAMPO RADIAL ESFERICAMENTE SIMETRICO.
Consideraremos nuevamente el caso de una particula sometida a un campo de fuerza
radial esféricamente simétrico, que formalmente podemos expresar como:

F= f(r) 8,

Teniendo en cuenta lo indicado y teniendo presente lo desarrollado anteriormente, es claro
que se conservara el vector momento angular de la particula y se desplazara a lo largo de una
trayectoria plana que contiene el centro de fuerzas, de manera que su velocidad angular,
determinada respecto del mencionado punto, dependera de la coordenada radial segun:

gz

2
mr

Teniendo en cuenta que se trata de un campo conservativo que deriva de una funcion energia
potencial que desende unicamente de la coordenada radial, como se indica a continuacion.

0 =0(r
La energia mecanica de la particula permanecera constante y podra ser expresada en todo
momento como:

T+0(r)= E
Teniendo en cuenta que la particula se desplazara a lo largo de una trayectoria plana y
expresando a su vector velocidad en componentes polares, de la anterior resulta:

2+ 1§’ +<D(r): E,

4.33

o

1
—m
2
De donde luego de tener en cuenta (4.33) obtenemos:
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1. i >0
‘A 2:E0_D(D(r)+ OQD
i 2mr” [
Definiendo la funcion energia potencial ficticia, como:
2
L
0 “(r)= 0 (r)+ Ty 4.34
2mr
La ecuacion anterior puede expresarse como:
1 .
3 2= E, -0 "(r 435

Con lo que, en lo que a la componente radial se refiere, todo sucederd como si la particula
estuviera sometida a un campo de fuerza ficticio que deriva de la funcion (4.34), que como
podemos notar depende Unicamente de la coordenada radial y de las condiciones iniciales, a
través del momento angular inicial. Por lo tanto, al movimiento en la direccion radial
podremos estudiarlo a partir de (4.35), mientras que al comportamiento en lo que a la
coordenada angular se refiere, a partir de (4.33).

En particular de (4.35) resulta que la zona permitida para la particula estara definida por el
conjunto de puntos cuya coordenada radial sea tal que la funcion dada por (4.34) sea inferior
o igual a la energia mecanica de la mencionada particula, con lo que zona permitida resultara
independiente del valor que tome la coordenada angular, con la unica condicion de que se
satisfaga lo mencionado anteriormente, y por lo tanto, dichas zonas tendran simetria esférica.
Finalmente, y siempre en lo que a la coordenada radial se refiere, resulta interesante destacar
que la ecuacion (4.35) es formalmente equivalente a la ecuacion que obtendriamos para el
caso de una particula que se mueva en una dimension sometida a un campo de fuerzas que
deriva de una funcidn energia potencial que dependa unicamente de dicha coordenada, en
cuyo caso la energia cinética de la particula seria tal que:

Jme = B0

Teniendo presente ésta semejanza formal entre el planteo de un problema unidimensional
conservativo y el del problema que estamos considerando en esta oportunidad, en lo que a su
componente radial se refiere, se suele identificar a este ultimo como problema
unidimensional equivalente.

Tiro Oblicuo de Largo Alcance.

Como una aplicacion de lo tratado anteriormente,
consideremos el caso de una particula que es lanzada
oblicuamente con una velocidad (Vo) desde un punto
cuya coordenada radial, respecto del centro de la tierra,
es (r,) como se indica en la figura lateral.

Suponiendo que posteriormente queda sometida
unicamente a la interaccion con el campo gravitatorio la
funcion definida mediante (4.34) resulta:

2
L mM
¢ r)= —5-G 436
2mr r
Con las condiciones iniciales que se indican a continuacion:

: I 5 mM

L. = mrv, senf, L. = mr’f, E. - S mv. - G—

T

o
Con lo que, la zona clasicamente permitida para la particula estara integrada por el conjunto
de puntos cuya coordenada radial sea tal que la funcion (4.36) sea menor o igual que su
energia mecanica, tal como se indica en la primera de las graficas que se muestran en la
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pagina siguiente, con trazo marrdn sobre el eje horizontal, para el caso de una particula cuya
energia mecanica es negativa y superior al minimo de la funcién definida anteriormente.
Teniendo en cuenta que la zona permitida esta referida a la coordenada radial, independiente
del valor que tome la coordenada angular, para la situacién en consideracion dicha zona sera
una corona esférica limitada por las superficies con los radios extremos 1, y 1, indicados en la
grafica siguiente, tal como se representa en la figura lateral y puesto que la trayectoria de la
particula estard contenida en un plano resulta que la misma estard acotada por
circunferencias concéntricas cuyos radios son los indicados anteriormente, que nos
identifican la maxima y minima distancia a la que se podra encontrar la particula del centro
de fuerza y que conocemos como apogeo y perigeo, respectivamente.

L
Olr) 2mr?
I Iy
I'p Iy
El]
g mM
T

En este momento resulta oportuno observar que el andlisis efectuado no nos proporciona
informacidn sobre la forma de la trayectoria a lo largo de la que se desplazara la particula,
solamente nos indica que estara contenida en la zona mencionada anteriormente y debera ser
tal que, de alcanzar los valores extremos para la coordenada radial, lo hard de manera que la
componente radial del vector velocidad sera nula ya que en dichos puntos la funcion energia
potencial definida por (4.36) coincidira con la energia mecanica de la particula y por lo tanto
bajo esas condiciones, la ecuacion (4.35) nos arroja un valor nulo para dicha componente.
Sin embargo y teniendo en cuenta (4.33) su velocidad angular y por lo tanto la componente
transversal de su velocidad, no sera nula.

Con lo que la trayectoria a lo largo de la que se desplazara la
particula podria tener un aspecto tan caprichoso como la
indicada en la figura siguiente, que claramente satisface los
requisitos recientemente mencionados.

Sin embargo, resolviendo la Ecuacion Diferencial de Binet,
que se ofrece a continuacioén, es posible demostrar que la
trayectoria a lo largo de la que se desplazara la particula sera
una elipse con foco en el centro de fuerzas y puntos apsidales
coincidentes con los valores extremos indicados anteriormente
e identificados como apogeo y perigeo, como se sugiere en la
segunda figura lateral y como lo podra apreciar en el video
recomendado anteriormente, y que se recomienda correr
nuevamente, donde ademas podra observar que los cambios
temporales en la coordenada radial son lentos en el apogeo y
rapidos en el perigeo, como también lo podra observar en la
segunda simulacion que se ofrece en la pagina a la que puede
acceder ejecutando el archivo Acotados.htm, donde la
particula se mueve a sometida a un campo de fuerza que deriva
de una funcion energia potencial con caracteristicas similares a
las de aquella definida por (4.36).

Suponiendo para la particula diferentes estados energéticos, conseguidos mediante
variaciones en su vector velocidad inicial, sin alterar su componente transversal, a los efectos
de mantener el mismo valor de su momento angular, resultaran situaciones como las que se
indican en la figura siguiente, donde resulta interesante observar que la minima energia
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mecanica, necesaria para que el radio del apogeo sea infinito, o sea para que la particula
pueda llegar infinitamente lejos del centro de fuerza, serd nula.

| Trayectoria hiperbdlica. EI]3

kTrayeduria parabdlica: E

02

Trayectoria eliptica. E

[}

Trayectoria circular. EI]I]

De lo mencionado anteriormente, resulta que la minima velocidad con la que deberemos
lanzar la particula para que pueda llegar infinitamente lejos del centro de fuerza, que hemos
identificado como velocidad de escape, debera ser tal que:

1 mM

—mvi-G——=0
2 I,
De donde obtenemos que la mencionada velocidad de escape vendra dada por:
_ [26Mm
Vo- escape r

()

Claramente coincidente con la obtenida al considerar un tiro vertical y horizontal, como una
aplicacion de la conservacion del vector momento angular, siendo posible demostrar que
para la situacion en consideracion la particula se desplazard a lo largo de una parabola, con el
vértice en el punto de lanzamiento cuando se lo realiza horizontalmente.

Suponiendo lanzamientos con velocidades mayores que
la indicada anteriormente, realizados sin alterar la
componente transversal del vector velocidad, como se
sugiere en la figura siguiente, puesto que de lo contrario
alterariamos el valor del momento angular inicial y por
lo tanto la funcién (4.36), la particula “escapara” del
campo gravitatorio a lo largo de una trayectoria
hiperbdlica.

El movimiento a lo largo de una trayectoria circular requerird que el lanzamiento sea
horizontal y se realice con una velocidad tal que, la fuerza gravitatoria proporcione la
componente normal necesaria para dicha trayectoria, con lo que su velocidad sera tal que:

VOZ mM
m-== G
T, I,
De donde resulta que la particula debera ser lanzada horizontalmente con una velocidad:
GM
- 4.
Vo-e = | — 37
I.O
Y por lo tanto con una energia mecéanica dada por:
mM
Eo = -
2r,

[¢]
Suponiendo ahora que desedramos que la particula se mueva a lo largo de una orbita circular,
contenida en el plano del ecuador terrestre y permaneciendo sobre un mismo punto del
planeta, conocida como orbita geoestacionaria, como la que podra observar en el video
Geoestacionaria.wmv, que es el tipo de oOrbita a lo largo de las cuales se desplazan los
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satélites de comunicaciones, su velocidad angular (w) debera coincidir con la del planeta y
por lo tanto de (4.37) resulta que el radio de dicha orbita debera ser tal que:

_ [GM
W rg - _—
Ig

De donde obtenemos que dicho radio, en funcién del periodo con el que rota el planeta,
vendra dado por:

2/3
T
r, = (GM)"3 H—H
. = (GM) onk
Que para el caso de nuestro planeta, resulta:
I, = 36.000 km

Finalmente, considerando un cuerpo sometido a un campo gravitatorio, como un satélite
alrededor de la Tierra o los planetas alrededor del Sol, la coordenada vectorial de su centro
de masa respecto del centro de fuerza barrera areas como las que se sugieren en la figura
siguiente, con una velocidad que llamaremos velocidad areal y que vendra dada por:

L L dA
bt ——  A|]
Con lo que. -
AA
Vap = lim —

Por otro lado, teniendo en cuenta que el area del paralelogramo entre dos vectores como los
que se muestran en la figura siguiente, viene dada por:
Fx AT
Resulta que el area de la mitad del paralelogramo indicado
anteriormente, vendra dada por:

Uy
T
|
— ‘r X A r‘
2 | At
Con lo que a la velocidad areal podremos expresarla en -
términos del médulo del momento angular, como: r

I o . 1
frxmdz L
2m 2m
Puesto que la masa de la particula y el médulo del momento angular permanecen constante,
es claro entonces que la velocidad areal permanecera constante, resultado este conocido
como segunda ley de Keppler, que en términos del momento angular por unidad de masa
(1, ) podemos expresar como:

L

2

4.11 ECUACION DIFERENCIAL DE BINET.

Considerando nuevamente el caso general de una particula sometida a un campo de
fuerza radial esféricamente simétrico, la componente radial de la ecuacion de Newton nos
queda expresada como:

. 12\ _
m(i- 10°)= f(r)
Que teniendo en cuenta las conclusiones anteriores y en términos del momento angular
especifico, esto es, el momento angular por unidad de masa, (1,), puede expresarse como:

IR E
2

Va
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2

m r1—3 = £(r)
r

Por otro lado, expresando la derivada temporal de la coordenada radial como:
. _ dr
= —0
db

Que teniendo nuevamente en cuenta la relacion entre la velocidad angular y la coordenada
radial, nos queda:

r = log
2 db

Que podemos expresar como:

. d H 1 H
fz-1, -
do Or [
Y la segunda derivada temporal, en términos del momento angular especifico, nos queda:
d d[l
“dtdd Orf]

Que podemos expresar como:

o gddn
P=olb d@@r@

Y que finalmente, teniendo en cuenta nuevamente, la relacion entre la velocidad angular y la
coordenada radial nos queda:

L 12 g2 i1g
r=-—= 24
r-df < 0r(
Teniendo presente las conclusiones anteriores y definiendo la nueva variable:
1
u= -
T
La componente radial de la ecuacion de Newton nos queda:

d%u f(u)

o2 =55

do mliu

Que en adelante reconoceremos como Ecuacién Diferencial de Binet y cuya solucion nos
proporcionara una expresion para la coordenada radial de la particula en funciéon de su
coordenada angular, a partir de la cual podremos obtener una adecuada descripcion de su
movimiento, como lo podremos constatar en la aplicacion que trataremos a continuacion.

Tiro de Largo Alcance.
Considerando nuevamente el caso de una particula de masa (m) que, es lanzada
oblicuamente desde un punto a una distancia (ry) del centro de un planeta de masa (M),

como se sugiere en la figura siguiente, esta se vera sometida a un campo de fuerza radial
esféricamente simétrico, tal que:

mM
f(r)= -G
r
Que en término de la nueva variable nos queda:
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- 2
f(u) = - GmMu
Con lo que la ecuacion diferencial de Binet, para la
situacion en consideracion, nos queda:

d’u GM
- 4+ Ll(e ) - - -—izz—-

de 2

Ecuacién diferencial de segundo grado, cuya solucion general viene dada por:

ud)-= C;—2M+ Acos(8 +9)

o

Que en términos de la constante (€) y de la de la coordenada radial, puede expresarse como:

2
¢ = Al LS G—ZM[1+£cos(9+5)]
GM ron

Relacion funcional que corresponde a la forma polar de una
conica con foco en el punto desde el que se determina la
coordenada radial, en este caso, claramente coincidente con el
centro de fuerza, y en la que el argumento se determina a partir del
eje pasante por dicho punto y el vértice de la conica, con lo que, si
la coordenada angular se determina a partir de dicho eje, como se
sugiere en la figura lateral, la anterior nos queda:

L G—M(1+ ¢ cosf)

r 2

[e]

Que dara lugar a diferentes tipos de trayectorias conicas, segiin sea el valor de la constante
(¢) a la que sin lugar a dudas podemos identificar con la excentricidad de dicha coénica y que
a continuacion trataremos de expresar en término de las condiciones iniciales o bien de
magnitudes directamente vinculadas con las mismas, tales como el momento angular y la
energia mecanica de la particula, que permaneceran constante a lo largo del movimiento.
Con este propdsito tengamos en cuenta que la energia mecanica de la particula en funcién de
la coordenada radial y sus derivadas temporales vendra expresada como:

| : mM
E, = —m(r2 t12%)- G——
2 r
Por otro lado, derivando temporalmente la solucion recientemente obtenida, resulta:
GM

= l—s sen 0

Teniendo en cuenta las conclusiones anteriores, a la energia mecanica podemos expresarla:

2
mM
E,= G — (>~
217
De donde finalmente obtenemos que:
212E
E 2 = 1+ 2 o [e] 2
G“mM

Que nos proporciona una expresion para la excentricidad de la trayectoria en funcion de la
energia mecanica y momento angular de la particula, ambas constantes del movimiento,
claramente dependientes de las condiciones iniciales.
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Para un dado momento angular y suponiendo para la energia mecanica diferentes valores, de
la anterior resultan las situaciones de interés, que se muestran en la figura siguiente.
Eo<0

£.< 1 | EI]3 Trayectoria hiperbdlica.
elipse
Eo=0 E . 5 Trayectoria parabblica.
e=1 \

arabola
p EI]I Trayectoria eliptica.
Eo>0
e>1 N
hipérbola El]l] Trayectoria circular.

Claramente coincidentes con las situaciones particulares a las que hiciéramos referencia en el
tratamiento cualitativo realizado anteriormente y donde la energia para el caso de una
trayectoria circular se puede obtener requiriendo que se anule la excentricidad, resultando:

_ G2 l’Iﬂ\/I2
212

(o]

Eg =

Finalmente, suponiendo dadas las condiciones que garantizan una trayectoria eliptica, y
teniendo en cuenta las conclusiones anteriores podemos obtener expresiones para los radios
mayor y menor de la elipse, resultando respectivamente dados por:

12 12 >
az ———— b= —=—(1-¢7)
GM(1- £2) GM
Con lo que para el periodo de circunvalacion a lo largo de la 6rbita mencionada, resulta:
T- 21 a3/2
(GM)I/ 2

Conclusion que se conoce como Tercera Ley de Kepler, en mérito a que dicho cientifico la
obtuvo con anterioridad a los trabajos de Newton, a partir de las mediciones que realizara
oportunamente.
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