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3.04 SISTEMAS DE REFERENCIA CON ROTACION RELATIVA.

A lo largo de los temas anteriores se tratd el formalismo necesario para describir el
movimiento de una particula (o centro de masa de un sistema) respecto de sistemas de
referencia con traslacion relativa, en cuyo caso encontramos que los vectores velocidad y
aceleracion determinados respecto de cada uno de los sistemas en consideracién estaban
relacionados por:

Vxyz = Vyyz P Vxyz

dxyz = Ay, t Axyz
Ahora trataremos de obtener relaciones semejantes a las anteriores, validas cuando el sistema
de referencia auxiliar esta animado de un movimiento relativo mas general.

Diremos que un sistema de referencia auxiliar (xyz) esta animado de
una rotacion respecto de un segundo sistema de referencia (XYZ)
principal, cuando existe un conjunto de puntos pertenecientes al
sistema auxiliar, distribuidos a lo largo de una recta, tales que durante
el intervalo de tiempo de interés permanecen en reposo respecto del
sistema principal.

La primera de las figuras laterales sugiere una situacion como la
indicada. Se trata de un rotor con simetria cilindrica que se mueve
respecto de un sistema de referencia fijo a tierra, de manera que su eje
de simetria permanece en reposo respecto del mencionado sistema,
formando un cierto angulo con la direccidn vertical.

En adelante identificaremos como eje de rotacion del sistema auxiliar,
al definido por el conjunto de puntos que durante el intervalo de tiempo
de interés, permanece en reposo respecto del sistema de referencia
principal. Asi, para la situacion indicada en la figura anterior, el eje de
rotacién de un sistema de referencia (xyz) solidario al cuerpo, respecto
de un sistema (XYZ) fijo a tierra, coincidira con el eje de simetria del
cuerpo, como se indica en la figura siguiente.

Con el propdsito de caracterizar el estado de rotacion de un sistema, definiremos su vector
velocidad angular como un vector con direccion coincidente con la del eje de rotacion,
sentido segun la regla del tirabuzén y cuyo moédulo vendra expresado por:
w= 3
dt
Donde, como se sugiere en la tltima figura lateral, Q es el angulo barrido por una recta
perpendicular al eje de rotacion, durante el intervalo de tiempo en consideracion.

Derivada Temporal Relativa de una Magnitud Vectorial.
Consideremos a continuacion, un sistema de referencia auxiliar
(xyz) animado de una rotacidon, respecto de un sistema de
referencia principal (XYZ), caracterizada por un vector
velocidad angular (w) al que, por simplicidad y sin que esto
implique perder generalidad, podemos pensar coincidente con la
direccidn del eje (z) del sistema auxiliar, como se sugiere en la
figura lateral, donde se muestra ademas un vector (A), fijo al
mencionado sistema auxiliar, con lo que, sus variaciones
temporales observadas desde dicho sistema seran nulas, y por lo
tanto también lo sera, su derivada temporal calculada desde
dicho sistema.

Sin embargo y como se sugiere en la figura anterior, sus variaciones temporales, observadas
desde el sistema principal no son nulas y por lo tanto tampoco lo sera su derivada temporal
calculada desde éste tlltimo sistema.
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Con el propodsito de evaluar las variaciones temporales del vector A desde el sistema
principal, o sea, la derivada temporal de dicho vector calculada desde el mencionado
sistema, tengamos en cuenta que dicha derivada puede ser expresada como:

A = lim —
XYZ At-O0At <

YZ
De la figura resulta que, en el limite, el vector (AA) evaluado desde el sistema fundamental
es tal que:

A;‘;‘ es paralelo al vector wx A
XYZ

Asimismo el modulo de dicho vector puede expresarse como:
AA| 1= pb8 =08 Asena
XYZ

De donde, dividiendo por el intervalo de tiempo involucrado, resulta:

AA
—‘: ﬂAsen(}(
At At

Tomando limites en ambos miembros, la anterior puede expresarse en términos del médulo
del vector velocidad angular que caracteriza la rotacion del sistema auxiliar respecto del
fundamental, como:
AA

lim — = wAsena

At~ 0 At
Teniendo en cuenta las conclusiones anteriores, es claro entonces que la derivada temporal
de un vector fijo al sistema auxiliar (xyz), calculada desde el sistema fundamental (XYZ),
respecto del cudl el primer sistema rota con velocidad angular (w), vendra expresada por:

—

A

= wx A
XYZ
Consideraremos a continuacion aquella situacion en la que el vector (A) no esta fijo al
sistema de referencia auxiliar (xyz), en cuyo caso su derivada temporal, calculada desde
dicho sistema no sera nula y evaluada segln las direcciones del mencionado sistema, vendra
dada por:

A

= ATt AT Ak
XyZ
Teniendo en cuenta que los vectores unitarios caracterizan direcciones fijas al sistema
auxiliar, que rota respecto del fundamental, es obvio que en general estos vectores no
caracterizan direcciones fijas a éste ultimo sistema y por lo tanto la derivada vectorial de la
magnitud en consideracion, calculada desde el sistema principal (XYZ) vendra expresada
por:

—

A = At At Akt Agit At Ak
XYZ
Que podemos expresar como:
A = Al AT A AK
XYZ Xyz

Puesto que los vectores unitarios son vectores fijos al sistema auxiliar, teniendo en cuenta la
conclusion obtenida anteriormente, es claro que:

— —

iz Wwxi  j=wxj k=wxk
Con lo que la derivada temporal de la magnitud en consideracién resulta:

3-107



Ochoa - Castafio
Dinamica Vectorial - Capitulo III
Sistemas de Referencia con Movimiento Relativo General

— —

A=Al +Wx (A A ALK
XYZ Xyz
Que finalmente puede expresarse como:
A = A +twxA
XYZ Xyz

Que nos relaciona las variaciones temporales de una magnitud vectorial cualquiera calculada
desde sistemas de referencia con rotacion relativa, donde podemos observar que la obtenida
anteriormente para un vector fijo al sistema auxiliar, es un caso particular de la conseguida
recientemente.

3.05 VECTORES VELOCIDAD Y ACELERACION.
Consideremos una particula y un sistema de referencia
auxiliar (xyz) que se mueve respecto de un sistema de
referencia principal (XYZ) de manera que en cada instante su
estado de movimiento relativo a éste ultimo sistema esta
caracterizado mediante las magnitudes w y V sugeridas en la
figura que se muestra a continuacion.
Donde el vector (w) nos caracteriza el estado de rotacion y
el vector (Vxyz) el estado de traslacion, del sistema de
referencia auxiliar (xyz) respecto del sistema de referencia
principal (XYZ), y donde los vectores posicion de la particula
respecto de los origenes de los sistemas involucrados estaran
relacionados por:

=
11
=
+
-

Con lo que sus derivadas temporales calculadas desde el sistema de referencia principal
estaran relacionadas mediante:
h =Rl +1
XYZ Xyz 'XYZ
Donde, el miembro de la izquierda es el vector velocidad de la particula respecto del sistema
principal (XYZ), y el primer término del miembro de la derecha, el vector velocidad del
origen del sistema auxiliar (xyz) respecto del sistema de referencia principal (XYZ). En
cambio el segundo término de éste ultimo miembro no tiene, en principio, un significado
fisico concreto, puesto que si bien el vector considerado, es el de la particula respecto del
origen del sistema auxiliar, sus variaciones temporales no estan calculadas desde dicho
sistema y por lo tanto no es el vector velocidad de la particula respecto del mencionado
sistema como podria haberse pensado en un primer momento, con lo que por ahora:

F T

v =V
XYZ XYZ XY7
Teniendo en cuenta la expresion que nos relaciona las variaciones temporales de una
magnitud vectorial, respecto de sistemas de referencia con movimiento relativo

recientemente obtenida, al término que resta identificar en la anterior se lo puede vincular
con su derivada temporal calculada desde el sistema de referencia auxiliar, mediante:

i =T+
XYZ XyZ
Con lo que, los vectores velocidad de la particula, respecto de cada uno de los sistemas

involucrados, estaran relacionados mediante la expresion que se indica a continuacion.
VXYz = Vxyz P Vxyzt WX T

Que en el caso particular de una traslacion, se reduce a la obtenida en el capitulo anterior.

Derivando temporalmente la anterior, desde el sistema principal (XYZ) resulta:

VXyz = Vyyzt Vxyzt WXTH WXT
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Puesto que, las derivadas estan calculadas desde el sistema principal, teniendo en cuenta
nuevamente la expresion que nos relaciona las variaciones temporales de una magnitud
vectorial respecto de sistemas de referencia con movimiento relativo, de la anterior
obtenemos:
v =V t WX Vo, t Vxyzt WXT+ WXQT
XYZ XYZ|xyz Xyz XYZ

+ WXT
Xyz
De donde finalmente, resulta:

dxyz = Ayy, t Axyzt WX WX T+ 2WX Vyy
Que nos relaciona el vector aceleracion de una particula respecto de sistemas de referencia
con movimiento relativo general y que se reduce a la obtenida en el capitulo anterior, si se
consideran sistemas de referencia animados de una traslacion relativa, y donde recordemos
que la coordenada vectorial involucrada, estd determinada respecto del origen del sistema de

referencia auxiliar.

;T WXT

3.06 ECUACION DE MOVIMIENTO PARA UN OBSERVADOR NO INERCIAL.

A lo largo de este tema trataremos de obtener la forma general de la ecuacion de
movimiento para un observador no inercial. Con este proposito consideremos un sistema de
referencia (xyz) en movimiento respecto de un sistema de referencia (XYZ) inercial, en
cuyo caso la resultante de las fuerzas de interaccion a la que estd sometida una particula,
estara relacionada con su aceleracion determinada respecto del mencionado sistema (XYZ)
inercial, mediante:

Con lo que, teniendo en cuenta la conclusion obtenida en el tema anterior, dicha magnitud

estara relacionada con la aceleracion de la particula determinada respecto del sistema de
referencia (xyz) no inercial, mediante:

F=ma,, + mAyy, t mWX WX T+ 2mwXx v, + mwxr

Que indudablemente podemos expresar como:
F+ (_mAXYz)+ (‘m\_ilx \X’X i:)'l' (‘2m\7VX {;

Yy

xyz) T (CMWXT)=ma,,,
Por lo tanto las aceleraciones observadas en el sistema de referencia auxiliar (xyz), no seran
necesariamente consecuencia de la existencia de fuerzas de interaccion, ya que de la anterior
es claro que aun cuando la resultante de las mismas fuera nula, podriamos observar
aceleraciones en la particula, vinculadas con los restantes términos de la mencionada
expresion, que en adelante identificaremos como fuerzas inerciales y que a los efectos de
simplificar la notacion indicaremos como:

De Traslacion:

fy = -mAxyz
Centrifuga:

fop=-mwx wxr
De Coriolis:

fo = -2mwx vy,
De Euler:

f,=-mwxrt

Con lo que, la ecuacion de movimiento para el observador no inercial nos queda:

— — —

F+ ft+ fcf+ fc+ fe - maxyz

Que definiendo a la resultante de las fuerzas inerciales, como:

F:Ft+f:cf+fc+fe
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Podemos expresar como:

Ftf=ma,,
Que indudablemente ofrece un aspecto muy familiar, y donde cabe remarcar que, (F) incluye
a la resultante de las fuerzas de interaccion, mientras que (f) es la resultante de las fuerzas
inerciales, en cuanto a que en ella se incluye la totalidad de los términos inerciales definidos
anteriormente, que si bien en el sistema no inercial dan lugar a cambios en el estado de
movimiento de la particula como los que resultarian de la presencia de fuerzas de
interaccion, estos términos no son fuerzas, puesto que los mismos no estan asociados con
ningun mecanismo de interaccion presente.
Finalmente es interesante destacar que la fuerza inercial centrifuga tendra siempre direccion
perpendicular al eje de rotacion con sentido dirigido hacia fuera del mismo y los efectos de
la fuerza inercial de Coriolis se pondran de manifiesto cuando la particula se mueva respecto
del sistema de referencia no inercial, siendo nulos cuando dicho movimiento es paralelo al
eje de rotacion y maximos cuando es perpendicular al mismo.

3.07 OSCILACIONES EN UN SISTEMA EN ROTACION.

A continuacion consideraremos una interesante aplicacion destinada a ejercitar el
manejo cualitativo y formal de la ecuaciéon de movimiento en un sistema de referencia no
inercial, en rotacion respecto de un sistema inercial fijo a tierra, supuestamente inercial.

Y
Con este propoésito, consideremos la situacion sugerida en la
figura lateral, donde se muestra una corredera que puede deslizar
libre de rozamiento a lo largo de wuna guia labrada
diametralmente en una plataforma contenida en un plano
horizontal, que rota con una velocidad angular constante
respecto de un sistema fijo a tierra al que como ya lo
mencionamos lo supondremos inercial.

Nos proponemos estudiar las caracteristicas del movimiento de la corredera respecto de la
plataforma, suponiendo que dicha corredera estd sometida a una fuerza elastica como
consecuencia de su interaccién con un resorte, cuya longitud propia es coincidente con el
radio de la plataforma, y que el sistema se deja en libertad en una posicion tal que, el resorte
cuenta con una deformacion inicial y una velocidad nula respecto de la plataforma.

Teniendo en cuenta que hemos supuesto a la tierra como un sistema inercial, es claro que un
sistema de referencia fijo a la plataforma sera un sistema no inercial, y por lo tanto en dicho
sistema la corredera se vera sometida a las fuerzas que resultan de la interaccion eléstica con
el resorte y las que resultan de la interaccion por contacto con la plataforma, ademas de las
fuerzas inerciales, centrifuga y de Coriolis, como se sugiere en la figura siguiente:

Fuerzas de Interaccion Fuerzas Inerciales ﬁ F[:f
N, F fp=-mwx wxr 5 =
- e cr

foo = "2mwx vy,

Tratamiento Cualitativo.
Designando con (w,) a la frecuencia con que oscilaria el sistema si la plataforma estuviera en
reposo, que hemos identificaramos como frecuencia natural del sistema y evaluando la
fuerza eléstica y la fuerza inercial centrifuga, segun las direcciones (xyz) del sistema
solidario a la plataforma, indicado en la primer figura, sus modulos quedan expresados por:

2 2

F.=kx [0 F =mwx f.p = mw'x
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Comparando las anteriores y teniendo en cuenta el sentido de cada una de dichas
magnitudes, es claro que seglin la relacion entre (w) y la frecuencia natural del sistema,
podemos esperar las siguientes situaciones:

Cuando:
w< W,
Predomina la fuerza eléstica cualquiera que sea el valor de la coordenada y por lo tanto,

respecto de la plataforma, debemos esperar un movimiento oscilatorio, con una frecuencia
diferente a la frecuencia natural del sistema.

Cuando:
W= W,
La fuerza eléstica estard equilibrada por la fuerza inercial centrifuga para todo valor de la

coordenada, por lo tanto es de esperar que la corredera permanezca en equilibrio respecto de
la plataforma, cualquiera que sea el valor que tome su coordenada.

Cuando:
wW> W,

La fuerza inercial centrifuga predominara sobre la fuerza elastica, por lo tanto respecto de la
plataforma debemos esperar que la coordenada crezca indefinidamente.

Tratamiento Formal.
Considerando un sistema solidario a la plataforma con origen en el centro de la misma, como
se muestra en figura inicial, y planteando la ecuacion de movimiento para un observador en
dicho sistema, resulta:

—

F.+ N=ma,

. ,TMWX WX T+ 2mwX v

Yy yzZ

Donde no se han tenido en cuenta las fuerzas perpendiculares a la plataforma, esto es la
gravitatoria y la que resulta de la interaccion entre la plataforma y la corredera, dado que las
mismas son iguales y de sentido opuesto y por lo tanto, atendiendo que hemos supuesto al
sistema libre de rozamiento, no resultan de interés a los efectos de describir el movimiento
de la corredera respecto de la plataforma.

Evaluando las componentes de esta ecuacion segun las direcciones del sistema solidario a la
plataforma, al que se hace referencia anteriormente, resulta:

- . 2

1- -kx=mX- mw’x

j - N = 2mxw
De la primera obtenemos:

. 2 2Ny -

X+ (w,-wH)x=0
De donde resultan las situaciones que se detallan a continuacion, segun la relacion existente
entre la frecuencia natural del sistema y la velocidad angular con que rota la plataforma:

Suponiendo:
w< W,

Y definiendo la magnitud:
0%z wi-w?

La ecuacion diferencial anterior puede expresarse como:
X+ Q0%x=0

Cuya solucion es del tipo:

x(t)= Asen(Q t+90)
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Que, como lo adelantdramos en el tratamiento cualitativo, corresponde a un movimiento
oscilatorio con una frecuencia angular Q inferior a la frecuencia natural del sistema y un
periodo dado por:
T - 21
2 2
W, - W
Claramente mayor que el periodo que obtendriamos si la plataforma estuviera en reposo.

Suponiendo:

W= W,
De la ecuacion diferencial resulta que la aceleracion de la corredera respecto de la
plataforma serd nula y por lo tanto permanecera en equilibrio, respecto de la mencionada

plataforma, cualquiera sea el valor de su coordenada, tal como lo adelantaramos en el
tratamiento cualitativo del problema en consideracion.

Suponiendo:
W > W,
Y definiendo la magnitud:
2 . .2 2

q = W - WS
La ecuacion diferencial original nos queda expresada como:

. 2 _

X-q°x=0
Cuya solucion vendra dada por:

- t - qt

x(t)= Cie? + Cye
Claramente divergente, como lo adelantaramos en el tratamiento cualitativo de la situacion
en consideracion.
Finalmente, una expresion para la fuerza que resulta de la interaccion con las paredes
laterales puede obtenerse, en cada uno de los casos considerados, derivando las soluciones

correspondientes y luego teniéndola en cuenta en la componente ( j ) de la ecuacion de
movimiento planteada inicialmente.

Oscilaciones Amortiguadas en un Sistema No Inercial.

Considerando nuevamente la corredera en una guia diametral labrada en una plataforma en
rotacion y suponiendo un rozamiento dinamico entre la corredera y las caras laterales de la
guia, resulta la situacion que se indica en el diagrama siguiente:

Donde:
Fg = WgN _F,
Con lo que, la ecuacion de movimiento para el centro de masa de la M d

corredera planteada desde un sistema de referencia solidario a Ia
plataforma, nos queda:

Fo+ N+t Fy = ma,, vz

Evaluando las componentes de la ecuacion anterior segun las direcciones del sistema
solidario a la plataforma con origen en el centro de la misma, considerado en el tratamiento
anterior, obtenemos para cada una de las componentes las ecuaciones que se indican a
continuacion:

=
, T MWX WX T+ 2mwx v, K

}q N = 2mxw

1- -kx-2)l ymwx = mX - mw>x
Con lo que, de la ecuacion correspondiente a la direccion del eje (x), resulta:
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X+ 26 gwX + (Wf - Wz)XZ 0

Que en término de nuevas constantes podemos expresarla como:
K+ kx+ksx=0

Proponiendo una solucién de la forma:
x(t) = Cet

Y sustituyendo en la ecuacion diferencial, resulta que la constante (q) debera ser solucion de
la ecuacion algebraica:

q2+qX+k2:0

Por lo tanto (q) podra tomar los valores:

1/2
i 2 i
- - ﬁ + HEH - k2

q- 0 2D

2 il 2 i
Que en término de los parametros originales nos queda expresado como:

1/2
2

o

- 2 2
qQ= -Hgwt [W (Itpg)-w
Suponiendo ahora que las condiciones son tales que:

W2(1+ u§)< Wf

Entonces las raices de la ecuacion algebraica pueden expresarse como:

: 1/2
q= -fgwti w? - w2(1+ uﬁ)
Que definiendo la magnitud:

|2 2 2,|V2
0 =|w?-w (1+ud)]
Pueden expresarse como:
q= -\ aWw 10
Con lo que la solucion de nuestra ecuacion diferencial nos queda de la forma:
- Wt iQt -0 t
x(t)= e FVI(Ce™ + Cre ™Y
Que indudablemente puede expresarse como:
- “hgwt
x(t)= Ae "V 'sen(Q t+9)
Que claramente corresponde a un movimiento oscilatorio amortiguado y que como era de
esperar se reduce a la solucion obtenida anteriormente, si se considera nulo el rozamiento
entre la corredera y las caras laterales de la guia. Siendo interesante destacar que para la
situacion planteada, la fuerza de rozamiento que resulta de la interaccion por contacto entre
dos superficies secas como las consideradas, esto es entre la corredera y las paredes laterales,
se comporta como la que resultaria de la presencia de un lubricante entre ambas, dando lugar

asi a un movimiento andlogo al que obtendriamos suponiendo al sistema sometido a una
interaccion del tipo viscosa.

3.08 LA TIERRA COMO UN SISTEMA NO INERCIAL.

Realizando cuidadosas experiencias u observaciones de fendmenos naturales, puede
verificarse que en realidad la tierra no es un sistema inercial como lo hemos venido
aceptando hasta el momento, aspecto este que podria verificarse mediante cuidadosas
experiencias de laboratorio o analizando fendémenos naturales a los que seguramente hemos
tenido acceso en alguna oportunidad tales como, la diferente manera en que se encuentran
erosionadas las costas de un rio, fundamentalmente en aquellos casos en los que la direcciéon
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de circulacion es de este a oeste, como sucede con las costas del rio negro donde puede
observarse con claridad el fendmeno mencionado.

Teniendo en cuenta lo indicado anteriormente y aceptando que un sistema de referencia fijo
al sol pueda considerarse inercial, es claro entonces que la resultante de las fuerzas de
interaccion a que se encuentre sometido un cuerpo estara relacionada con el vector
aceleracion de su centro de masa (a.y,) determinado respecto de un sistema fijo a la tierra con
origen en el centro del planeta, mediante la siguiente ecuacion:

t MAyyy t MWX WX T+2mwX v,

F=ma,, yz T MWX T

Donde (Axyz) es el vector aceleracion del centro de la tierra respecto del sol, como
consecuencia de su movimiento orbital respecto de dicha estrella, (w) la velocidad angular
con que rota la tierra respecto del sol, (dw/dt) su aceleracién angular respecto del mismo
sistema (que aunque pequefia, no es nula como consecuencia de que el eje de rotacion de la
tierra no coincide exactamente con el eje polar y precesiona alrededor de este con un periodo
aproximado a los 370 dias) y finalmente (vyy,) la velocidad del centro de masa del cuerpo
respecto del sistema de referencia fijo a tierra.

Teniendo en cuenta los valores de los parametros que caracterizan el movimiento de la tierra
respecto del sol podemos despreciar, frente a los restantes, tanto la aceleracion de su centro

como su aceleracion angular, con lo que la ecuacion anterior nos queda:

, P MWX WX T+ 2mwX v,

F=ma,, vz
Que en adelante emplearemos para el tratamiento de situaciones de interés particular y como
una aplicacion del tema considerado, se recomienda el video Mareas.

Peso Aparente de un Cuerpo en el Ecuador

Consideremos a continuacion el caso de un cuerpo en reposo respecto del sistema de
referencia fijo a tierra y apoyado sobre una balanza en el plano del ecuador, como se sugiere
en la figura siguiente, donde se han representado mediante vectores, las fuerzas a que esta
sometido el cuerpo como consecuencia de su interaccion con el campo gravitatorio y con la
balanza, cuya lectura serd la que reconoceremos como peso aparente del cuerpo en el
ecuador y que determinaremos a continuacion.

Con este proposito y teniendo en cuenta que el cuerpo esta en ",
reposo respecto del sistema de referencia fijo a tierra, de la N
anterior nos queda:

N+mg= mwXx wWx 1
Evaluando la ecuacion anterior segun la direccion radial de un
sistema de referencia fijo a tierra, obtenemos:

- 2
N=mg- mw"R
Que expresada en términos de su periodo de rotacion resulta:

2
N=mg- m4L2R
T

Inferior a la que resulta de su interaccion con el campo gravitatorio terrestre.

Variacion del Peso con la Latitud

Consideremos ahora el caso de un cuerpo en un punto de
latitud (A), como el sugerido en la figura lateral, donde
representamos a dicho cuerpo en un plano meridiano
cualquiera, con lo que la direccion del eje de rotacion de la
tierra coincidira con la del eje (y) indicado en la mencionada
figura, y donde hemos supuesto la fuerza reactiva (N) segun
una direccién no necesariamente coincidente con la radial,
previendo que esto pueda ser realmente asi.
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Teniendo en cuenta que el cuerpo esta en reposo respecto del sistema de referencia fijo a
tierra, resulta:

N+ mg= mwXx wx 1

Que indudablemente podemos expresar como:

N=-mg+ mwx wx
Evaluando las componentes del miembro de la derecha de la expresion anterior seglin las
direcciones de los ejes indicados en la figura resulta:

N = mg|cos(A )i+ sen()) j] - mw’R cos() ) 1
Donde nuevamente con (R) indicamos al radio de la tierra y a partir de la cual obtenemos:

2
- R
N=mg1-W

cos(A) 1+ mgsen(l) j

Lo que nos muestra que en general la fuerza reactiva no coincidira con la direccion radial, tal
como lo habiamos supuesto inicialmente, salvo en aquellos casos particulares que se
consideran a continuacion.

Suponiendo al cuerpo en el plano del ecuador, (A=0°) en cuyo caso de la anterior resulta:

- 2
N = mg- mw"R
Claramente coincidente con la conclusion obtenida anteriormente.

Suponiendo ahora al cuerpo en uno de los polos, en cuyo caso la latitud es de 90°.
N = mg
Teniendo en cuenta nuevamente la expresion general lograda recientemente para la fuerza
reactiva, y definiendo la magnitud:
w?R
= [1- ——
g

Obtenemos que el médulo de dicha fuerza vendra dado por:

1/2
N = mgle > cos?(A )+ sen’() ) /

Que indudablemente podemos identificar como una expresion del peso aparente del cuerpo
en funcion de la latitud del lugar donde se encuentra.

Finalmente una expresion para el angulo ([3) entre la fuerza reactiva (N) y la direccion de la
vertical al punto considerado, puede obtenerse realizando el producto escalar entre el vector
que caracteriza a dicha fuerza y el vector opuesto al que nos caracteriza la fuerza que resulta
de la interaccion con el campo gravitatorio, como se indica a continuacion.

- NOmg = Nmgcos(p)

De donde:
N Omg
cos(B)= - —=
®) Nm

Que teniendo en cuenta las conclusiones anteriores y luego de realizar las operaciones
correspondientes, nos proporcionara una expresion para la mencionada magnitud angular, en
funcion de la latitud del punto considerado. Siendo interesante destacar que el angulo al que
estamos haciendo referencia seria también el angulo entre la cuerda que sujete una plomada
y la vertical al punto considerado.

Desviacion de Coriolis
Como otra aplicacion del tema que estamos tratando consideraremos a continuacion el caso
de un cuerpo que se deja caer desde una cierta altura de la superficie de la tierra, en cuyo
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caso demostraremos que, como consecuencia de que la tierra es un sistema de referencia no
inercial, la trayectoria a lo largo de la que se desplazara el cuerpo, respecto del mencionado
sistema, no coincidira con la vertical al punto considerado.

Con este proposito y tal como lo mencionaramos anteriormente pensemos en un cuerpo que
se deja caer desde el reposo y desde un punto situado a una altura (H) de la superficie de la
tierra, como se sugiere en la figura siguiente, en cuyo caso despreciando la fuerza que
pudiera resultar de la interaccidon con la atmdsfera, la ecuacién de movimiento planteada
respecto del sistema de referencia no inercial fijo a tierra nos queda:

mg = may, + mWXx WX T+2mwx v, , It | x

Despreciando el término dependiente del cuadrado de la

velocidad angular, resulta: A
mg = mayy, + 2mwx v,

De donde:

ma,,, = mg- 2mwXx v,

yz

yz

Evaluando las componentes de esta ecuacion seglin las direcciones cartesianas indicadas en
la figura anterior y previendo que la direccion del vector velocidad del centro de masa pueda
no coincidir con la direccion vertical, en cuyo caso sus componentes segln las direcciones de
los ejes (y,z) no serian necesariamente nulas, de la anterior obtenemos el siguiente sistema
de ecuaciones diferenciales:

X=-g-2wzcos)\

§

7= 2wXxcosh - 2wysenA
De la primera resulta:

dx = -gdt- 2wcos)\ dz

Integrando ambos miembros de esta ecuacion y teniendo en cuenta que en el instante inicial
la velocidad de la particula es nula al igual que su coordenada segtn la direccion del eje z,
esto es la direccion perpendicular al plano meridiano representado en la figura, obtenemos:
X= -gt-2wzcos)\
Andlogamente diferenciando la segunda y teniendo en cuenta las condiciones iniciales
indicadas en el parrafo anterior, luego de integrar en ambos miembros, resulta:
y = 2wzsen)\

Teniendo en cuenta estas dos Ultimas expresiones en la tercera ecuacion de nuestro sistema
original, la componente del vector aceleracion segun la direccion (z) nos queda:

2wzsen\

7= 2wgtcosh - 4w’z
Despreciando el término en el cuadrado de la velocidad angular, resulta:
7= 2wgtcos\

Diferenciando, luego integrando en ambos miembros y teniendo en cuenta las condiciones
iniciales correspondientes a la situacion en consideracion, de la anterior obtenemos que:

7= - wgt® cosh
De donde, diferenciando e integrando nuevamente, resulta:
z= - %Wgt?’ cos A

Lo que claramente nos muestra una desviacion, respecto de la direccion vertical, hacia
valores negativos de la coordenada (z), esto es, en el sentido de rotacion de la tierra,
siendo interesante destacar que esta desviacion sera nula en el polo y maxima en el ecuador.
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3.09 FLUIDO EN EQUILIBRIO RESPECTO DE UN SISTEMA EN ROTACION.
Consideremos ahora un fluido en equilibrio respecto de un sistema de referencia que,
como se sugiere en la figura siguiente, rota con una velocidad angular constante respecto de
un sistema de referencia inercial, con lo que, la ecuacion de movimiento para el centro de
masa del elemento de volumen considerado vendra dada por:
E+ mg= mwx wx 1
Que expresada por unidad de volumen, nos queda:
-Uptpg=pwxwxr
De donde:
Op=pg-pWwx wWxr
Que luego de evaluar en componentes cilindricas nos
proporciona las siguientes ecuaciones escalares.

VA

a_p:psz a_p:() a_p:
IR 00 0z

Por lo tanto la presion en el interior del fluido no dependera de la coordenada angular y su
dependencia de las restantes coordenadas sera tal que su diferencial vendra dado por:

dp = pszdR- pgdz

De donde, luego de integrar ambos miembros entre limites compatibles, resulta:

P(R.2)= p,+ 3pw’(R*- RY)- pg(z- z.)
Siendo p, la presion en un punto del fluido con coordenadas (R,,z,), con lo que, la presion
en el interior del fluido se incrementara con la coordenada radial y la profundidad del punto
considerado, resultando que las superficies de igual presion serdn paraboloides de revolucion
cuyo eje de simetria coincidird con la direccion del eje de rotacion del sistema y tales que
sus proyecciones sobre el plano definido por el vector velocidad angular y el vector posicion
del punto considerado daran lugar a parabolas cuyas expresiones formales en términos de la
presion, vendran dadas por:

2

z! p
7= b(p)+ ~_R? \/
2g \y
Donde:
2 - Wt B
b(p)= 7.~ > R2- PP NI

28 ° g
Cuyas graficas se sugieren en la figura anterior, con lo que, el empuje sobre un cuerpo
sumergido vendra dado por:

E=-pV.w™R &g +pV,gk

Donde (er) es un vector unitario perpendicular al eje de rotacion y dirigido radialmente hacia
afuera, y el cuerpo sumergido se vera sometido a un empuje como el que se representa
cualitativamente en la figura siguiente, siendo oportuno destacar que su componente radial
tiene sentido opuesto al vector unitario indicado anteriormente, esto es sentido opuesto a la
fuerza inercial centrifuga que sabemos estd dirigida radialmente hacia fuera del eje de
rotacion.
Puesto que nos encontramos en un sistema de referencia no inercial en rotacion, y
suponiendo al cuerpo en reposo respecto de dicho sistema (con lo que el término asociado
con la fuerza de Coriolis es nulo) el vector aceleracion del centro de masa del cuerpo
respecto del mencionado sistema estara relacionado con las fuerzas de interaccion mediante:

E+mg=ma+ mwx wxr
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Teniendo en cuenta la expresion obtenida para el empuje a que se z
vera sometido el cuerpo y dividiendo ambos miembros de la /
anterior por el volumen de dicho cuerpo, resulta:

25 = > > o 2n = i
_pWReR+pgk+pcgk'pca_chReR \
Con lo que, luego de dividir ambos miembros por la densidad del Q

cuerpo, obtenemos que el vector aceleracion de su centro de masa,
respecto del sistema no inercial, vendra dado por:

7= Hp—-lﬁgf(-ﬁp—-l%széR
Pe Pe

De donde obtenemos las situaciones particulares que se indican a continuacioén segin sea la
relacion entre las densidades del fluido y del cuerpo en consideracion.

Suponiendo que la densidad del cuerpo es menor que la del
fluido:

d= ot -18gk- 22 - 15w R & S|

p C p ¢ s
Por lo tanto la componente vertical tendra sentido opuesto a la
fuerza gravitatoria y la componente radial, la direccion y
sentido indicado en la figura lateral, o sea hacia el eje de
rotacion, lo que nos permite explicar el motivo por el que, al
hacer girar un fluido en el que se encuentran burbujas, estas se
desplazaran hacia el eje de rotacion agrupandose alrededor del

KKK

(%
AR

mismo.
Suponiendo ahora que la densidad del cuerpo es igual que la del fluido:
a=o0

El cuerpo permanece en equilibrio respecto del sistema no inercial en rotacion y finalmente,
suponiendo que la densidad del cuerpo es mayor que la del fluido:

7= -El— p—Hgf(+ El— p—%széR
Pe Pe

De donde resulta que, en este caso, la componente vertical tendra el sentido de la fuerza
gravitatoria y la componente radial estara dirigida hacia afuera del eje de rotacion, o sea en el
sentido de la fuerza inercial centrifuga.
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