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1.10 COMPONENTES INTRINSECAS.

Funcién Posicién.

Consideraremos a continuacién el caso el caso de una particula que como consecuencia
de los vinculos a que pudiera estar sometida, esta restringida a desplazarse a lo largo de una
trayectoria plana predeterminada, como por ejemplo la sugerida en la figura siguiente donde
hemos supuesto que los ejes del sistema de referencia respecto del que se describe el
movimiento se han orientado de manera que el plano (Xy) coincida con el plano del
movimiento.

Entendiendo por grados de libertad de un sistema al
nimero de coordenadas linealmente independientes
necesarias para describir su comportamiento y bajo ¥ 8°
las condiciones recientemente indicadas, es claro que Q

la particula debera ser considerada como un sistema
con un unico grado de libertad puesto que las
variables involucradas, o sea, las coordenadas (x) e
(y), no son linealmente independientes como
consecuencia de existir entre ellas una relacion _
funcional predeterminada, supuestamente conocida. Y ~ f(X)

Con lo que, el conocimiento de la dependencia temporal de cualquiera de ellas permitira
obtener informacion sobre la dependencia temporal de la restante.

Para una situacion como la indicada, a menudo las coordenadas cartesianas no son las mas
convenientes para formular una descripcion del movimiento de la particula. En estos casos
suele resultar muy conveniente describir el movimiento en términos de la posicion de la
particula medida a lo largo de la trayectoria, respecto de algun punto arbitrario de la misma,
indicado con (Q) en la figura anterior.

En lo que contintia y a menos que digamos lo contrario, designdremos como coordenada de
posicion a la variable indicada en el parrafo anterior, que identificaremos con (s), empleando
la letra Q para referirnos al punto de la trayectoria respecto del cual se determinan los
valores de la mencionada coordenada, siendo totalmente arbitraria la seleccion del sentido en
que crece dicha magnitud.

Una vez seleccionado el punto respecto del que determinaremos la coordenada de posicion y
el sentido en el que se la considerara creciente, como se sugiere en la figura anterior, es claro
que dicha coordenada sera en general, una funcion del tiempo directamente relacionada con
la “forma” en que la particula recorra la trayectoria, a la que en adelante reconoceremos
como funcién posicion.

s = s(t)

En este momento resulta adecuado destacar que como la posicion de la particula debera estar
definida en cada instante (al menos en lo que a este formalismo se refiere), la funcioén
posicion debera ser continua y estar univocamente definida en cada instante (valga la
redundancia incluida en este parrafo).

Vector Velocidad.
Puesto que estamos suponiendo conocida de antemano la trayectoria a lo largo de la que se
desplazard la particula, carece de interés pensar en una expresion formal para el vector
posicion de la misma, por lo tanto en lo que continiia dedicaremos nuestro esfuerzo a la
busqueda de expresiones formales para los vectores velocidad y aceleracion de la particula,
en términos de la funcién posicion y sus derivadas temporales, que seran de utilidad para el
tratamiento de problemas vinculados con el movimiento de una particula a lo largo de
trayectorias predeterminadas.
Con el propdsito de obtener una expresion para el vector velocidad de la particula tengamos
en cuenta que de acuerdo a (1.1) dicho vector se definié como:

__dr

V - —

dt

Que en términos de la coordenada de posicion puede se lo puede expresar:
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. dfds

ds dt

Que también podemos expresar como:
__.dr
V=S—
ds
Resultando interesante destacar que la derivada temporal de la funcién posicidon tiene en
cuenta, de que manera, la particula recorre la trayectoria. En cambio la restante, esto es, la
derivada del vector posicion respecto de la coordenada de posicion, esta relacionada con la
geometria del problema, o sea con las caracteristicas de la trayectoria. No contiene ninguna
informacion sobre la "forma" en que la particula recorre dicha trayectoria, que como lo
mencionaramos, esta contenida en la derivada temporal de la funcion posicion.
Para evaluar la derivada del vector posicion respecto de la coordenada de posicion, tengamos
en cuenta que.
df . AT
- lim—
ds as.o0ls
Definiendo el vector tangente unitario ( e;) como
un vector tangente a la trayectoria en cada punto,
cuyo sentido coincide con el sentido en que
crece la coordenada de posicion (arbitrariamente
seleccionado por nosotros) y suponiendo que la
particula recorre dicha trayectoria en el sentido st
mencionado, como se sugiere en la figura lateral,
el camino recorrido por la particula en el
intervalo de tiempo considerado resulta: =
£ rt+ At)
As=s(t+At)- s(t) Sl At)
Claramente positivo, y puesto que en el limite su valor coincidira con el modulo del vector
desplazamiento, sin lugar a dudas podemos afirmar que bajo estas condiciones:
. At dr _ .
hm — = & Con lo que — = €
bs- 0ls ds

Analogamente, considerando la otra situacion
posible, que la particula recorra la trayectoria en
el sentido en que decrece la coordenada de
posicion, como se sugiere en la figura lateral,
nuevamente, el camino recorrido por la particula
en el intervalo de tiempo considerado vendra % S(t)
dado por: '

As=s(t+At)- s(t)
Que en esta oportunidad sera negativo, y por lo tanto podemos afirmar que también bajo
estas condiciones, la derivada del vector posicion respecto de la posicion medida a lo largo
de la trayectoria, nos dara el vector tangente unitario definido anteriormente, con lo que,
independientemente del sentido en que la particula recorra la trayectoria, la derivada
temporal en consideracion siempre sera coincidente con el vector tangente unitario definido
anteriormente, con lo que el vector velocidad quedara expresado como:

v(t) = §(t) &, 1.10
Recordando que el vector tangente unitario indica el sentido en que crece la coordenada de
posicion (independientemente del sentido en que la particula recorra la trayectoria) de la

expresion anterior resulta que valores negativos de la derivada temporal de la funcion
posicion estardn asociados con un movimiento en el sentido decreciente de dicha

Slt+ At)

1-35



Ochoa - Castafio Skt
Dinamica Vectorial - Capitulo [
Intrinsecas, Polares y Aplicaciones

coordenada, en cambio valores positivos de la mencionada derivada estaran asociados con un
movimiento en el sentido creciente de esta coordenada, siendo interesante destacar que en
todos los casos, el modulo del vector velocidad de la particula vendra expresado por:

v{t) = [3(t)

Vector aceleracion.
Puesto que al vector aceleracion de una particula lo hemos definido como la derivada
temporal de su vector velocidad, o sea:
__dv
a-—
dt

Teniendo en cuenta esto y la expresion (1.10) obtenida para el vector velocidad, resulta:

a(t) = §(t) &, + s(t) €, 1.11
Donde la derivada temporal del vector tangente unitario ha sido considerada, ya que en
general esta derivada no serd nula (a menos que la trayectoria sea una recta) como
consecuencia de los cambios observados, desde el sistema de referencia involucrado, en la

direccion del mencionado vector.
Con el proposito de evaluar dicha derivada temporal tengamos en cuenta que:

. _ de,
€, = —
dt
Que podemos expresar como:
. _de, ds
et e S —
ds dt

O bien, como:

= _ ., de

Cy = S(t) —

ds

Siendo interesante destacar que asi indicada, la derivada temporal en consideracion, resulta
claramente dependiente de la “forma” en que la particula recorre la trayectoria, mas
precisamente de su velocidad (a través de la derivada temporal de la funcion posicion) y de
la geometria del problema, esto es de las caracteristicas de la trayectoria (a través de la
derivada del vector tangente unitario, respecto de la coordenada de posicion), con lo que
(1.11) nos queda expresada como:

alt) = 5(t) 6, + (1) L&

Donde la derivada del vector tangente unitario, respecto de la coordenada de posicion, puede
demostrarse viene dada por:
dé, 1.
—_— . — en
ds o

Siendo (p) el radio de curvatura de la trayectoria en el
punto considerado y ( e, ) un vector unitario, normal a la
trayectoria en dicho punto y dirigido hacia el centro de
curvatura, como se sugiere en la figura lateral.

Con lo que en general, al vector aceleracion de la particula podremos expresarlo como:

.2
(1)< 5(0)8, + %e 2
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Esto es, como la suma de una componente tangente a la trayectoria, directamente relacionado
con los cambios temporales en el mddulo del vector velocidad, que en adelante
identificaremos como:

a,(t)= §(t) €,
Mas una componente normal relacionada con el modulo del vector velocidad, (mas
estrictamente con el cuadrado del mismo) y con el radio de curvatura de la trayectoria en el
punto considerado, esto ultimo directamente vinculado con la geometria del problema y por

lo tanto con los cambios temporales observados en la direccion del vector velocidad de la
particula, que en adelante expresaremos como:

Finalmente, teniendo en cuenta las conclusiones obtenidas para los vectores velocidad y
aceleracion de una particula, resulta que, cuando las derivadas primera y segunda de la
funcion posicion tengan el mismo signo (o sea, cuando el sentido de la componente
tangencial del vector aceleracion coincide con el sentido del movimiento) entonces debemos
esperar incrementos en la velocidad de la particula. En cambio si los signos mencionados
fueran opuestos, esto se traducird en una disminucion en el modulo de la velocidad de la
particula en consideracion.

Componentes Intrinsecas de la Ecuacion de Newton.
Teniendo en cuenta las conclusiones anteriores y la ecuacion de Newton, las componentes
intrinsecas del vector aceleracion estaran relacionadas con la resultante de las fuerzas de
interaccion, mediante:
-2
= e S .
F=zmSe, + m—¢,
p
Que luego de expresar a dicha resultante en componentes segun las direcciones de los
vectores tangente y normal a la trayectoria, dara lugar al sistema de ecuaciones escalares:

F, = ms
.2

_ S
F, = m—

p

Cuya solucidon nos permitird contar con una adecuada descripciéon del movimiento de la
particula o del centro de masa de un cuerpo.

1.11 COMPONENTES POLARES DE LOS VECTORES VELOCIDAD Y ACELERACION.
Como lo mencionamos anteriormente, el manejo de componentes cartesianas resulta
particularmente util en el tratamiento de aquellas situaciones donde la direccion de la
resultante de las fuerzas de interaccion a las que esta sometido un cuerpo y por lo tanto su
vector aceleracion permanece constante.
Como lo veremos a lo largo de las aplicaciones, existe una variedad de problemas en los que
resultara muy conveniente expresar a los vectores velocidad y aceleracion en componentes
segun una direccion coincidente con la del vector posicion y una direccion ortogonal a ésta,
relacionada con una coordenada angular.

Con el proposito de desarrollar la herramienta
mencionada y como se sugiere en la figura lateral, la
posicion de una particula que se desplaza a lo largo de _
una trayectoria plana quedara bien identificada si en r
cada instante damos los valores de las coordenadas, ey ol€x
radial y angular, que se indican a continuaciéon y que se
muestran en la mencionada figura. 'X

|‘<5
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r= r(t) y 0=0 (t)

Coordenadas que en general seran funciones del tiempo, en término de las cuales trataremos
de obtener expresiones para los vectores posicion, velocidad y aceleracion de una particula,
en componentes segin las direcciones caracterizadas por los vectores unitarios, radial y
transversal, asociados con el sentido de crecimiento de dichas coordenadas, que se muestran
en la figura anterior.

Teniendo en cuenta como han sido definidas, en funcion de estas nuevas coordenadas es
inmediato que el vector posicion de una particula nos queda expresado como:

i(t) = 1(t) €,
Recordando que el vector velocidad de una particula se define como la derivada temporal de
su vector posicion, es inmediato entonces que una expresion para dicha magnitud en funcién

de las coordenadas en consideracion resultara de derivar la obtenida recientemente para el
mencionado vector posicion, con lo que:

v(t)= i) + rft)e,
Donde hemos incluido la derivada temporal del vector radial unitario ya que atendiendo
como lo hemos definido no podemos esperar que en general, dicha derivada, calculada desde
el sistema de referencia en consideracién, sea nula, como consecuencia de los cambios
temporales que cabe esperar en la direccion del mencionado vector unitario, salvo en
aquellas situaciones muy particulares en las que la particula se desplace a lo largo de una
trayectoria recta segun la direccion radial.
Con el propoésito de evaluar dicha derivada temporal, expresaremos al mencionado vector
unitario en componentes segun las direcciones de los vectores unitarios cartesianos:

€, = cosB it senb j
Teniendo en cuenta que los vectores unitarios cartesianos caracterizan direcciones fijas al
sistema de referencia involucrado, de la anterior obtenemos:

€. =0 (-senb it cosh j)
Como lo podemos apreciar en la figura anterior, el término entre paréntesis no es otra cosa
que el vector unitario en la direccion transversal, por lo tanto:

. =g,
Con lo que, vector velocidad de la particula nos queda expresado como:

v(t) = i(t) &, + rt) §(t) & 113

O sea como, la suma de una componente en la direccion
radial dada por: =
Vr(t) - I'(t) S
Mas una componente en la direccion transversal: =
w1 = i 6,
Que cualitativamente se muestran en la figura lateral.
Resulta interesante destacar que la componente radial del vector velocidad, nos proporciona
informacién sobre la rapidez con que la particula se acerca o aleja al punto desde donde se
determina su vector posicion, que en adelante identificaremos como polo o centro de nuestro
sistema de coordenadas y que en lo que va del tema hemos supuesto coincidente con el
origen de nuestro sistema de referencia.
En cambio la componente transversal nos proporciona informacion relacionada con la
rapidez con que el vector posicion barre angulos, a través de la derivada temporal de la
coordenada angular, determinada a partir de una direccion fija al mencionado sistema de
referencia, que en adelante identificaremos como eje polar y que hasta el momento hemos
supuesto coincidente con uno de los ejes de dicho sistema, condicion ésta que no
necesariamente debe respetarse, pero que indudablemente resulta conveniente.

X
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Ejemplo.

Consideremos un proyectil que asciende con velocidad
constante mientras es seguido por una estacion de radar
en el origen de nuestro sistema de referencia, como se
sugiere en la figura lateral y seleccionando como polo
al punto de emplazamiento del radar, la componente
radial del vector velocidad del proyectil, indicada en la
figura puede expresarse como:

v, = vsenf
Por lo tanto, la derivada temporal de la coordenada radial vendra dada por:
= vsen®
Que en término de la coordenada vertical puede expresarse como:
f‘ -V M
r(t]

Teniendo en cuenta que hemos supuesto constante la velocidad del proyectil, con lo que su
coordenada vertical variard linealmente con el tiempo, de la anterior resulta que la
componente radial en funcion del tiempo vendra dada por:

Vzt

> %) Por lo tanto, cuando: t- r- V
VDT + vt

Lo que era de esperar, ya que en estas condiciones el proyectil se encontrara infinitamente
lejos del radar, y por lo tanto la componente radial deberd coincidir con el vector velocidad
del proyectil.

Analogamente, de la figura obtenemos que la componente transversal del vector velocidad
puede expresarse en términos de la coordenada angular, como:

=

Vy = vcosh
Por lo tanto:
rf = vcosb

Con lo que, las variaciones temporales de la coordenada angular, que en adelante
identificaremos como velocidad angular, nos queda expresada como:

- D
B=v N3
T
Con lo que dicha magnitud en funcién del tiempo vendra dada por:
: D
0= v——7—
D* + vt?

Que decrece en el tiempo de manera que tiende a cero cuando éste tiende a infinito, con lo
que la componente transversal del vector velocidad también tendera a la nulidad, lo que era
de esperar si tenemos en cuenta que como ya lo indicaramos, en esas condiciones la
componente radial tendia a confundirse con el vector velocidad del proyectil.

Vector Velocidad Angular.
A continuaciéon definiremos una magnitud vectorial directamente relacionada con la
velocidad angular de interés en el tratamiento de temas que requieran el manejo de
componentes polares. Con este proposito multiplicaremos vectorialmente las expresiones
obtenidas anteriormente para el vector posicion y velocidad de una particula, con lo que:
a2 > o =
rx v=r2f (8. x &)
Definiendo el vector unitario, normal al plano del movimiento:
Cw - € X Cy
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La igualdad anterior puede expresarse como:
- o 24 =
rxv=rfe,
Definiendo el vector velocidad angular de la particula, como:
w=8¢e,
Resulta entonces un vector normal al plano del movimiento cuyo mddulo estd directamente

vinculado con la velocidad con que el vector posicion barre angulos en el plano del
movimiento, que en general podremos expresar como:

L _TXV
w = > 1.14
r
Ejemplo. o= ¥,
Como una aplicacion del tema tratado y del manejo de y
coordenadas polares, consideremos la situacion que se T
sugiere en la figura lateral donde se muestra un proyectil
que se deja caer desde un avion en el instante en que éste 9\
sobrevuela una estacion de radar en tierra. X

Suponiendo conocida la velocidad del avion en el instante del lanzamiento y despreciable la
interaccion entre el proyectil y la atmosfera, obtendremos una expresion para la velocidad
angular con que debera rotar el radar alrededor de un eje horizontal si se desea efectuar un
seguimiento del proyectil a lo largo de su trayectoria.

Con el proposito de evaluar la velocidad angular del proyectil mediante (1.14) obtendremos
previamente expresiones para los vectores involucrados, en componentes cartesianas. Asi
para el vector velocidad resulta:

V()= v.i-gt]

Con lo que para el vector posicion obtenemos.

— _ re _ 1 21
r(t)'Vot1+(Yo ggt)J
Teniendo en cuenta estas conclusiones, de (1.14) resulta:

1 2
V.Y, t 5 Vv.gt -

2 2

(vt + ly. - Le?)
Que tiende a cero, cuando el tiempo tiende a infinito, puesto que el denominador depende de
la cuarta potencia temporal frente a una dependencia cuadratica en el numerador.
La componente radial del vector velocidad puede obtenerse derivando temporalmente la
expresion lograda para el modulo del vector posicidon, o bien teniendo en cuenta que, en
general.

riv=rr
De donde:

TOV

r - —

r

Con la que una expresion para dicha magnitud, en funcion del tiempo, puede lograrse
teniendo en cuenta las expresiones, en componentes cartesianas, obtenidas para los vectores
involucrados.

w(t) =

Componentes Polares del Vector Aceleracion.

Teniendo en cuenta como a sido definido el vector aceleracion de una particula, y con el
proposito de obtener una expresion para dicha magnitud en componentes polares, derivando
temporalmente la obtenida para el vector velocidad, resulta:

a-te +re +1he;+rbe+rhe
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Expresando el vector transversal unitario en componentes cartesianas.

€ = -senf i+ cosf j
Y derivando temporalmente, obtenemos:
€ = -0 (cos@ i+senb j

Puesto que el término entre paréntesis es el vector radial unitario, expresado en componentes
cartesianas, de la anterior resulta:

e, = - 08¢,
Teniendo en cuenta esta conclusion y la obtenida anteriormente para la derivada temporal del
vector radial unitario, el vector aceleracion de la particula nos queda:

a=te +if0c+i0& +rbhe -rb’e,

Que luego de agrupar las componentes queda expresado como:
ﬁz(f-r92)6r+(r9+2i’6)ée 115

Por lo tanto al vector aceleracion de una particula podremos pensarlo en general, como la
suma de una componente radial dada por:
~ e .42]=
a, = (r 10 ) €,
Mas una componente transversal dada por:
q, = (rf + 26)3,

Componentes Polares de la Ecuacion de Newton.

Teniendo en cuenta (1.23) es claro que para aquellas situaciones en las que resulte
conveniente expresar al vector aceleracidn en componentes polares, como las que
consideraremos a lo largo de este volumen, la ecuacion de Newton en dichas componentes
nos quedara expresada como:

— _ .. _ . 2 - .o . . -

F=m(7i-r0°)e. + m(rf+2i8)¢
Que, luego de expresar a la resultante de las fuerzas de interaccion en dichas componentes,
dard lugar al sistema de ecuaciones escalares:

F. = m(7- r@z)
F,=m(rf+270)

Cuya solucion nos permitird contar con una adecuada descripcion del movimiento de la
particula o del centro de masa del sistema en consideracion.
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