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6.03 APLICACIONES
Consideraremos a lo largo de este tema algunas situaciones de interés particular
vinculadas con sistemas en equilibrio, en traslacion, en rotacion y en roto - traslacion.

Sistema en Equilibrio.

Diremos que un sistema rigido esta en equilibrio respecto de un sistema de referencia cuando
no se observan cambios en su estado de movimiento, determinados respecto del mencionado
sistema de referencia, lo que formalmente podemos indicar mediante las condiciones
siguientes:

de - 0 De donde resulta que para una F=0
T=0 situacion como la indicada M - 0

Pudiendo destacarse que el reposo es un caso particular de la situacion en consideracion.

Ejemplo 6.6
Consideremos el caso de una varilla apoyada sobre una Ry
superficie vertical libre de rozamiento y una superficie
horizontal donde existe el rozamiento necesario para garantizar H
el equilibrio, mas precisamente, el reposo de la varilla respecto
de un sistema de referencia fijo a tierra, como se sugiere en la mg | g

figura lateral, en cuyo caso planteando la condicion de =
equilibrio para el centro de masa de la varilla, resulta:

R,*+Ry+ Ry +mg=20
Que evaluada en componentes segin direcciones paralelas a la horizontal y vertical nos
proporciona las ecuaciones escalares que se indican a continuacion:

Rb - Rh = O
R,-mg=0

De las que resulta:
Ry = Ry R, = mg

Siendo claramente necesario el planteo de una segunda ecuacién para que juntamente con la
primera de las anteriores podamos atender la solucion del problema planteado. Con este
proposito, considerando los momentos que las fuerzas externas generan respecto del extremo
inferior de la varilla y teniendo en cuenta la condicion de equilibrio, resulta:

H
mgzcose - RyHsenb = 0
De donde obtenemos que:
_ g
2tgh

Con lo que, para garantizar el equilibrio, la interaccion entre la varilla y la superficie
horizontal debera poder proporcionar una componente de rozamiento estatica dada por:

_ g
2tgh

De donde resulta que el coeficiente de rozamiento minimo requerido para que se mantenga
el equilibrio vendra dado por

ML
2tgh

Ry

Ry,
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Sistemas en Traslacién.
Diremos que un sistema rigido estd animado de una traslacion, respecto de un determinado
sistema de referencia, cuando respecto de dicho sistema, todos los puntos del cuerpo tienen
el mismo estado de movimiento durante el intervalo de tiempo de interés, lo que
formalmente estard asociado con las condiciones que se indican a continuacion:

a0 w=0 a=0
Teniendo en cuenta las anteriores en la expresion que nos vincula el vector aceleracion de
diferentes puntos de un sistema rigido obtenida en el primer tema de este capitulo, resulta
que para todo punto (A) perteneciente al cuerpo o a una extension rigida del mismo:

aa - a;
Con lo que, suponiendo inercial el sistema de referencia en consideracion, y bajo las
condiciones recientemente indicadas, de la ecuacion de movimiento para el centro de masa
resulta:

F=ma,
Donde recordemos que (A) es un punto cualquiera, perteneciente al cuerpo o a una extension
rigida del mismo. Por otro lado de las diferentes formas obtenidas para la ecuacion de
momentos, y bajo las condiciones establecidas, resulta:

M, =0
O, si el momento de las fuerzas externas se toman respecto de un punto A cualquiera:
MA = To/a X Mag

Ejemplo 6.7

Consideraremos en esta oportunidad un cuerpo
suspendido que es transportado a lo largo de una linea de 1 1
carga horizontal mediante la aplicacion de una fuerza l H l
como la indicada en la figura lateral, en cuyo caso
planteando la ecuacion de Newton para el centro de masa I'““""—D—“-
del sistema resulta:

~ ~ - F—

+ K.+ F+ mg= ma mg
F,+ F,+ F+t mg=ma,_

Que evaluada en componentes seglin la direccion horizontal y vertical nos proporciona las
ecuaciones escalares que se indican a continuacion:

F=ma,
F,+F,-mg=0
Por otro lado, tomando momentos respecto del centro de masa del cuerpo, resulta:
H H

F.—-F —+FDz 0
by Taj

Con lo que de las anteriores, obtenemos:

F, + F, = mg
2FD
F-F:=>"—
H
De donde, sumando miembro a miembro, resulta:
mg FD
F = —2+-—
2 H
Y restando miembro a miembro, obtenemos:
mg FD
2 H
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Teniendo en cuenta las diferentes alternativas para el parametro (D), esto es, para el punto de
aplicacion de la fuerza que traslada el sistema, resultan las siguientes situaciones de interés:

Si la distancia D es negativa:

F, < F,
Si D es nula:
m
F,=F =2
2
Si D es positiva:
F, > F,
Y finalmente, si D es tal que:
_ mgH
2F
Entonces:
Fo=mg y FK=0
Ejemplo 6.8
Consideremos ahora la situacion sugerida en la figura D N

lateral, donde se muestra un paralelepipedo de lados D y H
apoyado sobre la superficie horizontal de un transporte que

se desplaza con una aceleracion constante en el sentido _ ¢ |H
indicado. Trataremos de obtener una expresion para la va ﬁh[mg’

maxima aceleracion a la que podemos someter el transporte, A g a

si deseamos evitar que vuelque el paralelepipedo, para lo ﬁl -
cual planteando la ecuacion de movimiento para el centro |- )

de masa del cuerpo resulta:

R,+ Ry + mg=ma
Expresando sus componentes segtin las direcciones horizontal y vertical, obtenemos:

R, = ma
R, = mg
Tomando momentos respecto del centro de masa del cuerpo:
H D
Rh — - RV — = 0
2 2
De donde:
D
R,=R,=
H

Teniendo en cuenta las conclusiones recientemente obtenidas, resulta que la aceleracion
maxima que podremos dar al recinto evitando que el cuerpo vuelque, vendra dada por:

az oD
“H

Que como podemos observar resulta inversamente proporcional a la altura del paralelepipedo
y directamente proporcional al lado de su base.

Una alternativa interesante obtenemos si tomamos momentos respecto del punto donde
estan aplicadas las fuerzas incognitas, en este caso el eje alrededor del cual puede rotar el
cuerpo.

Si bien este punto no esté fijo a un sistema inercial lo mencionado sera posible teniendo en
cuenta para esto la relacion:
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MA = Iya X mag ¥ IcG
Que recordemos es valida cualquiera sea el punto seleccionado para determinar los

momentos que generan las fuerzas externas a que esta sometido el cuerpo, y que para la
situacion en consideracion nos queda:

MA - c/AX ma,

De donde:
H
mg—= ma—
2 2
De la que resulta:
a=-g D
H

Coincidente con la obtenida anteriormente, pero sin lugar a duda lograda en forma mas
directa, por lo que se recomienda tener en cuenta la alternativa recientemente considerada en
todas aquellas oportunidades que sea posible.

Como una interesante ilustracion del ejemplo considerado recientemente, se recomienda
trabajar con las simulaciones a las que puede acceder mediante el archivo Caja-1.htm

Sistemas en Rotacion.

Consideraremos a continuacion algunas aplicaciones en las que intervienen sistemas rigidos
animados de una rotacion alrededor de un eje tal que sus puntos no tienen movimiento
respecto del sistema de referencia involucrado.

Ejemplo 6.9

La figura muestra dos rodillos que se mantienen presionados y
pueden rotar alrededor de sus ejes de simetria mientras sobre uno
de ellos, en este caso el rodillo A, esta aplicada una cupla externa
que genera un momento (T) respecto del eje del mencionado
rodillo, entendiendo por una cupla a un sistema de fuerzas tal que
tienen una resultante nula y genera un momento no nulo, como es
el caso del sistema de fuerzas al que se ve sometida la rueda de un
automovil como consecuencia del sistema de transmision.

En la figura se muestra la cupla aplicada y el par de fuerzas que, en la direccion tangente,
resulta de la interaccion entre los rodillos involucrados, que indudablemente forman un par
accion y reaccion y por lo tanto:

fo=fy=f
Teniendo en cuenta lo mencionado y planteando la ecuacion de momentos respecto del
centro de masa de cada uno de los cilindros en consideracion, resulta:

fRA_I:ICAGA
fRg= 00 g

Donde, suponiendo que no existe deslizamiento entre los rodillos, las aceleraciones
angulares de los cilindros estan relacionadas mediante:

Ral0 A = Rplp
Con lo que, que la fuerza resultante de la interaccion entre los rodillos vendra expresada por:
T
f= Ap?2
+ IC RB
Bp 2
Ic RA

R,
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Y la aceleracion angular del cilindro A, por:

T

N

R
[+ 12 =A
RB
De la expresion obtenida para la fuerza resultante de la interaccion entre los rodillos

podemos observar que el momento generado por esta fuerza respecto del centro de masa del
rodillo A es siempre inferior al momento generado por la cupla externa aplicada:

fRy<T
De lo contrario no podriamos tener aceleracion angular en los cilindros.
De la expresion obtenida para la aceleracion angular del cilindro A resulta interesante

destacar que el aporte del cilindro B a la inercia total del sistema y que a menudo se suele
identificar como inercia equivalente o “transmitida”, viene dado por:

| -IBRA
eqiv
RB
Finalmente y suponiendo que los rodillos se mantienen en contacto y presionados uno contra
el otro, mediante la aplicacion de fuerzas externas sobre sus ejes, se propone obtener una
expresion para el coeficiente de rozamiento minimo que deberia existir entre las superficies a

los efectos de evitar el deslizamiento entre los rodillos, en funcion de las fuerzas
mencionadas en este parrafo.

Ejemplo 6.10

La figura lateral muestra un cuerpo suspendido, mediante una
cuerda inextensible y de masa despreciable arrollada a lo largo de
una polea que puede rodar alrededor de su eje horizontal libre de
rozamiento. 1_‘:&
Nos proponemos obtener expresiones para la aceleracion del cuerpo
suspendido, la aceleracion angular de la polea y el esfuerzo al que f
se vera sometida la cuerda. B
Con el proposito de obtener las expresiones mencionadas tengamos m
en cuenta que la componente vertical de la ecuacién de movimiento
para el centro de masa del cuerpo suspendido vendra dada por: L

- mgs
fg - mpg = mpa.g
Considerando el momento que las fuerzas externas generan respecto del centro de masa de la
polea, resulta:

- fARA = ICAGA

Teniendo en cuenta que hemos supuesto a la cuerda de masa despreciable, las fuerzas
involucradas en las anteriores son tales que:

fo=fg=f
Por otro lado, teniendo en cuenta que hemos supuesto la cuerda inextensible, las
aceleraciones involucradas en las ecuaciones anteriores estan relacionadas mediante:

acg = Ralio
Operando con las ecuaciones planteadas, obtenemos que la aceleracion del centro de masa
del cuerpo suspendido vendra dada por:
- g
acp - A g
Ic

mp+ —5
RA
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Que como era de esperar, resulta menor que (g), o sea menor que el valor asociado con una

caida libre. Lo indicado, como consecuencia de que la inercia del sistema se ve incrementada
ante la presencia de la polea que en este caso aporta con una masa equivalente dada por:

Finalmente y suponiendo una polea cilindrica, en cuyo caso:
A_ 1 2
[0 = SmpRYy

La aceleracion del centro de masa del cuerpo suspendido vendra dada por:

dcB - 4 1
mpg 2 m a
Con lo que, la aceleracion angular de la polea vendra dada por:

- mp g
YA gt lm, R
mpg B m

Y el esfuerzo a que se vera sometida la cuerda, por:

m

f= —A  myg
+ 2m
ma B

Que como era de esperar resulta menor que la fuerza gravitatoria a la que estd sometida la
masa suspendida.

Como una adecuada aplicacion del ejemplo considerado, se recomienda trabajar el método
dindmico que ofrece la simulacion a la que puede acceder mediante el archivo Rotacién.htm

Péndulo Fisico.

Como otra interesante aplicacion del tema, consideremos el
caso de una placa suspendida de un punto perteneciente a la
misma, que puede oscilar libre de rozamiento alrededor de
un eje horizontal que pasa por dicho punto, como se sugiere
en la figura lateral, donde ademas se muestra el sistema de
fuerzas externas a que se vera sometida la placa como
resultado de su interaccion con el campo gravitatorio y con
el eje de suspension, en cuyo caso hemos dibujado las
componentes ortogonales de dicha fuerza, segin las
direcciones solidarias indicadas en la figura.

Con el proposito de obtener expresiones para las componentes mencionadas recientemente,
plantearemos la ecuacidon de movimiento para el centro de masa del sistema y la evaluaremos
en componentes segun las direcciones solidarias mencionadas anteriormente.

Q+ mg=ma,
Donde:
_ . 2—: .o —.>
a, = mRO“j+ mRH i
Con lo que las componentes ortogonales de la ecuacidon anterior, segun las direcciones
solidarias indicadas en la figura nos quedan:

Q, t mgcosf = mRH
2
mR§
Tomando momentos respecto del centro de suspension, obtenemos:

mgR cosf = IQQ.

Q, - mgsend
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De donde:
f=

mgR
lo
Diferenciando la anterior e integrando entre limites compatibles, resulta:

§2 - pmek
Ig

Teniendo en cuenta estas dos ultimas conclusiones en las ecuaciones que resultaron del
planteo de las componentes de la ecuacion de movimiento del centro de masa, obtenemos las
expresiones para las componentes reactivas en el centro de suspension:

cosf

sen 6

2 2
Qy = mR - 1-mgcosf Qy = HIt mR mgsen f
I I
Q Q
Donde recordemos que:
Io = I, + mR’

Con lo que, que la componente reactiva segun la direccion (x) tendra sentido opuesto al
considerado inicialmente hasta el instante en que la placa pasa por su posicion de equilibrio.

Oscilaciones con Pequeiias Amplitudes.

Con el propésito de estudiar el comportamiento en las cercanias de la posicion de equilibrio
tengamos en cuenta la ecuacion diferencial que resulté al tomar momentos respecto del
centro de suspension:

mgR cosf = IQQ'

Donde el angulo (B) entre la vertical y la recta que une el centro de masa con el centro de
suspension esta relacionada con la coordenada angular empleada hasta el momento, por:

p= -
Con lo que, la ecuacion diferencial en términos de esta nueva coordenada angular nos queda:

mgR senf = -IQB'

De donde:
B+
Io
Considerando pequeiias oscilaciones alrededor de la posicion de equilibrio de manera que

sea aceptable la aproximacion entre el seno del angulo y su valor en radianes, de la ecuacion
diferencial anterior resulta la siguiente:

B. . mgR = 0
Io
Cuya solucion sabemos que es del tipo:
b = B.sen(wt)
Donde:

W2 - ng

Iq

Con lo que el periodo de la oscilacion vendra expresado por:

senf = 0
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I
T =21 _Q
mgR
Que en términos del momento de inercia respecto de un eje que pasa por el centro de masa
del cuerpo, nos queda:

I+ mR?

mgR

T=2n

Péndulo Puntual Equivalente.
Operando con la anterior es inmediato que el periodo de la oscilacion puede expresarse:

Definiendo la Longitud Equivalente como:

I
L,=R+—¢
mR
El periodo de la oscilacion puede ser indicado como:
L
T=2n |—=
g

Comparando esta expresion con la que obtuvimos en el caso de un péndulo puntual
oscilando con pequefias amplitudes es claro que el valor obtenido para el periodo del
péndulo fisico en consideracion resulta coincidente con el que obtendriamos en el caso de un
péndulo puntual cuya longitud coincida con la longitud equivalente recientemente definida.
Considerando la forma recientemente obtenida para el
periodo de nuestro péndulo fisico, es facil verificar que dicho
cuerpo oscilara con el mismo periodo si se lo suspende de un 3
punto cualquiera perteneciente a una circunferencia de radio
(R) centrada en el centro de masa del cuerpo, como la
mostrada en la figura lateral, que en adelante reconoceremos
como Circulo de Suspension.

Asociado con el circulo de suspension, definiremos el
Circulo de Oscilacion como aquel circulo concéntrico con el
anterior y cuyo radio viene dado por:

RD= !

C

mR

Suponiendo ahora que suspendemos el cuerpo de un punto cualquiera perteneciente al
circulo de oscilacion y teniendo en cuenta la expresion obtenida para el periodo del péndulo,
resulta entonces que el cuerpo oscilara con un periodo dado por:

Que teniendo en cuenta como fuera definido el radio del circulo de oscilacion en término de
parametros iniciales, nos queda:
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Indudablemente coincidente con el que obtenemos cuando el cuerpo esta suspendido de
un punto perteneciente al circulo de suspension. Por lo tanto en general a cada circulo de
suspension le estara asociado un circulo de oscilacion y seran tales que al suspender el
cuerpo de un punto perteneciente a dichos circulos, oscilard con el mismo periodo.

Teniendo presente como fuera definido el radio del circulo de oscilacion es claro que este se
incrementara cuando se disminuye el radio del circulo de suspension con el que se encuentra
asociado. Por lo tanto es de esperar que exista un valor de (R=Rn) para el cual, ambos
circulos coincidan y que sin lugar a dudas podemos obtenerlo teniendo en cuenta que en ese
caso el valor del radio debera ser tal que:

I

- c

R, = R

mR

De donde resulta:
|

- c

R, =<

m

En cuyo caso obtenemos un periodo dado por:

211 1/2
T=2n —H—CH

glimI[]
Estudiando la dependencia entre el periodo de oscilacion del péndulo y la distancia (R) entre
el centro de masa y el centro de suspension se puede demostrar que dicha dependencia da
lugar a una funcion como la que se muestra cualitativamente en la figura siguiente, donde
pueden identificarse las propiedades apuntadas anteriormente.
En particular y teniendo en cuenta la forma obtenida T
para el periodo con que oscila un péndulo alrededor de
su posicion de equilibrio, mediante el calculo
diferencial es posible obtener una expresion para la
distancia a la que deberiamos suspenderlo a los efectos
de obtener un periodo minimo, resultando coincidente Th
con la obtenida al requerir coincidencia entre los
circulos de oscilacion y suspension, aspecto este que
también puede apreciarse en la figura lateral.
Como una aplicacion del tema se recomienda trabajar con la simulacion a la que puede
acceder mediante el archivo Pendulo.htm, atendiendo las indicaciones que la pagina ofrece

R C R R

Sistemas en Rototraslacion.

Consideraremos ahora algunas aplicaciones en las que el cuerpo estd animado de un
movimiento tal que su eje de rotacidon se desplaza respecto del sistema de referencia
involucrado.

Ejemplo 6.11

La figura muestra un cilindro que rueda sin deslizar a lo largo de
una superficie horizontal sometido a una cupla cuyo momento
respecto del centro de masa hemos indicado con (T).

Nos proponemos obtener expresiones para la fuerza que resulta
de la interaccion entre el cilindro y la superficie horizontal asi
como para el coeficiente de rozamiento minimo requerido entre
dichas superficies si deseamos evitar el deslizamiento.

=]
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Con el proposito indicado comenzaremos planteando la ecuacion de movimiento para el
centro de masa del cilindro:

f+ N+ mg= ma,
Que evaluada en componentes nos proporciona las ecuaciones escalares que se indican a
continuacion:

f = ma,

N-mg=0
Considerando el momento que las fuerzas externas generan respecto del centro de masa del
cilindro, obtenemos:

fR-1=1.0
Teniendo en cuenta que suponemos no existe deslizamiento, las aceleraciones involucradas
estan relacionadas mediante:

a. = -Ra

Operando con las anteriores, resulta:

I
IR+ 1§
i mR ]

Que teniendo en cuenta el teorema de Steiner, puede expresarse como:

mR
f= I—T
Q

De donde podemos observar que como era de esperar:

fR<1
De lo contrario no podriamos tener un movimiento con las caracteristicas del que estamos
considerando. En particular, teniendo en cuenta que el momento de inercia de un cilindro
respecto de su eje de simetria viene dado por:

-1 2
IC -5 mR
De las anteriores resulta:
2
= —T
3R

Con lo que el coeficiente de rozamiento minimo requerido para evitar el deslizamiento
vendra dado por:

2
hm = 5T
3mgR
Que como vemos resulta directamente proporcional a la cupla o torque aplicado e
inversamente proporcional al radio del cilindro en consideracion.
Finalmente, se recomienda trabajar con las simulaciones que se ofrecen en las paginas a las
que puede acceder mediante los archivos Rototraslacion-1.htm e Inclinado.htm

Ejemplo 6.12

Consideremos una varilla que puede deslizar libre de rozamiento
apoyada sobre las superficies horizontal y vertical que se muestran
en la figuralateral, en cuyo caso nos proponemos obtener
expresiones en funcion de la coordenada angular indicada para:
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La aceleracion angular de la varilla, su velocidad angular, las fuerzas que resultan de su
interaccion con las superficies en contacto y para las componentes horizontal y vertical del
vector aceleracion del centro de masa de la mencionada varilla.

Con el propésito indicado, la ecuacion de movimiento para el centro de masa de la varilla,
nos queda:

RAot+t Rgt mg=ma,
De donde para las direcciones horizontal y vertical, resulta:
Rp = ma_
R - mg= mag
Tomando momentos respecto del centro de masa de la varilla, obtenemos:
R, Hsenf - RgHcosf = 1.0
Por otro lado, las aceleraciones involucradas en las anteriores pueden ser relacionadas con

las aceleraciones de los puntos extremos de la varilla, cuyas direcciones son conocidas,
mediante expresiones vectoriales como las que se indican a continuacion:

A= Apt WX WX Ty ot TX Ty c
a = agt WX WX Ig,ct 0 XTg/c
Teniendo en cuenta que el vector aceleracion del extremo B de la varilla solamente puede
tener componente vertical, es claro entonces que en un planteo de la componente horizontal
correspondiente a la segunda de las ecuaciones vectoriales anteriores no intervendrd dicha

magnitud, resultando efectivamente, la expresion:

a, = - 0% Hsend + § Hcosb

Analogamente, planteando la componente vertical correspondiente a la primera de las
ecuaciones vectoriales indicadas, resulta:

oy = - §°Hcos8 - § Hsenf

Teniendo en cuenta estas dos ultimas conclusiones en las componentes cartesianas de la
ecuacion de Newton para el centro de masa de la varilla, obtenemos las expresiones que se
detallan a continuacion:

R, = mg- mH(®® senb + 62 cosh)
Ry = mH(8?senf - § cosf)

Teniendo en cuenta las anteriores en la ecuacion de momentos, resulta que la expresion para

la aceleracion angular de la varilla en funcion de la coordenada angular vendra dada por:
g - mgH
B 2
I, + mH
Separando variables e integrando entre limites compatibles, suponiendo que la varilla se
encuentra inicialmente en reposo, de la anterior resulta:
§2 - mgH
2
I, + mH
Teniendo en cuenta estas dos Ultimas conclusiones en las expresiones anteriores, es posible
obtener expresiones en funciéon de la coordenada angular, para la fuerzas que resultan de la

interaccidn con las superficies en contacto y para las componentes del vector aceleracion del
centro de masa de la varilla.

senf

(cosB, - cosB)
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6.04 FORMA INTEGRAL DE LAS ECUACIONES DE MOVIMIENTO

A menudo en el tratamiento de algunas aplicaciones suele resultar de mucha utilidad
expresar las ecuaciones de movimiento en las formas integrales que se indican a
continuacion. Con este proposito, diferenciando la ecuacion de Newton para el centro de
masa en términos del vector cantidad de movimiento del sistema y luego integrando entre
limites compatibles, resulta:

- t—
AP = .[0 Fdt

Analogamente, diferenciando la ecuacion de momentos, cuando estos se toman respecto del

centro de masa, y luego integrando entre limites compatibles, obtenemos:

- t -
DL, = [ Mdt
0
Donde a las formas integrales indicadas anteriormente, en adelante las reconoceremos como
Impulso e Impulso Angular, respectivamente.

Ejemplo 6.13

Teniendo en cuenta las expresiones recientemente obtenidas,
trataremos nuevamente la situacion planteada en el ejemplo
(6.9) y que se ilustra en la figura lateral.

Suponiendo que en el instante inicial ambos cilindros estan
en reposo y considerando un cierto intervalo de tiempo en el
que las velocidades angulares de los cilindros alcanzan los
valores que se indican a continuacion, de la expresion
obtenida para el impulso angular, resulta:

2w, = (1- fRHAL
IBwg = fRpAt

Donde hemos supuesto constantes tanto a las fuerzas como los momentos aplicados, ya que
no existe ninglin motivo para pensar lo contrario.

Dividiendo miembro a miembro las anteriores, y teniendo en cuenta que al no existir
deslizamiento entre los cilindros, sus velocidades angulares en todo instante estaran
relacionadas a través de los radios respectivos, resulta:

T
f= Ap?2
Ic RB
Bp 2
Ic RA
Coincidente con la lograda anteriormente y que luego de tener en cuenta la expresion para el
momento de inercia de un cilindro respecto de su eje de simetria, nos queda:

T

R, 1+

m p
R, HI+ —&
mpg

Ejemplo 6.14

Consideraremos la situacion que se sugiere
en la figura lateral, donde una esfera de radio o Ve
y masa conocida, inicialmente rotando con —_—
una determinada velocidad angular, se apoya B
suavemente sobre una superficie horizontal f
con la que existe un rozamiento no nulo.
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Para una situacién como la indicada no cabe duda que inicialmente la esfera deslizara sobre
la superficie horizontal y se vera sometida a una fuerza de rozamiento dindmica como la
indicada en la figura y por lo tanto su centro de masa se vera sometido a una aceleracion que
claramente cambiara el estado de movimiento del mencionado punto.

Nos proponemos obtener una expresion para la velocidad angular que tendrd la esfera a
partir del instante en que comienza a rodar sin deslizar.

Puesto que mientras dure el deslizamiento la esfera se vera sometida a una fuerza de
rozamiento constante, teniendo en cuenta la relacion entre el impulso y el cambio en el
vector cantidad de movimiento, resulta:

mv, = fAt
Y teniendo presente la expresion lograda para el impulso angular, resulta que durante el
mismo intervalo de tiempo:

[.(w,-w)=fRAt
Dividiendo miembro a miembro las anteriores resulta que mientras dure el deslizamiento, las
velocidades involucradas seran tales que:

w,-w _ mR

Ve Ic

Teniendo en cuenta, que cuando la esfera comience a rodar sin deslizar, la velocidad del
centro de masa y la velocidad de la esfera estaran relacionadas mediante:

v, = WwR
Y luego imponiendo esta condicidon en la igualdad anterior y teniendo en cuenta que el
momento de inercia de una esfera respecto de un eje centroidal viene dado por:

[ = 2mR2
5

C

Resulta que en el instante en el que la esfera comienza a rodar sin deslizar, su velocidad
angular vendra dada por:

2
W= —W,
7

Como una ilustracion del tema se recomienda trabajar con la simulacién ofrecida en la
pagina a la que puede acceder mediante el archivo Rototraslacion-2.htm incluido en la
carpeta del mismo nombre.

Percusion.
La figura muestra una esfera inicialmente en reposo que mediante
un impacto es sometida a una fuerza constante durante un breve J .

intervalo de tiempo, de manera que el impulso resultante de la
interaccion viene expresado por:

J=FAt
Finalizado el intervalo de tiempo durante el cual dura la
interaccion, que identificaremos como tiempo de percusion, la
cantidad de movimiento y el momento angular de la esfera seran
tales que:

mv, =] I.w=1JD
Donde, durante el tiempo de percusion, hemos considerado despreciable el impulso y el
impulso angular asociado con la fuerza de rozamiento dindmica que resulta de la interaccion
entre la esfera y la superficie horizontal, con lo que de la anterior resulta que una vez
finalizado el tiempo de percusion, el estado de movimiento de la esfera estara caracterizado
por:
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J D
- W= —
m I,
Teniendo en cuenta que los vectores velocidad del centro de masa y del punto de contacto
entre la esfera y la superficie horizontal, estan relacionados mediante:
{;B - {}c A i:B/c
De las anteriores resulta que finalizada la percusion el punto de contacto con la superficie
horizontal tendra una velocidad dada por:
. [1 DRI
Vg = Ji—- —41
m I

=

c
Teniendo en cuenta que el momento de inercia de una esfera, respecto de un eje centroidal,
viene dado por:
2 2
I, = —mR
5

Obtenemos que la velocidad del punto de contacto, al finalizar el tiempo de percusion,
vendra dada por'

De donde resultan destacables los casos particulares que se indican a continuacion:

Suponiendo que el punto de aplicacion del impulso es tal que:

D= 2R
5
Resulta:
V=0

Finalizada la percusion la esfera rodara sin deslizar.
Suponiendo que el punto de aplicacion del impulso es tal que:

D=0

Yar i 0 vg=v. 0 w=0

m

Finalizada la percusion la esfera se traslada con el vector velocidad indicado anteriormente.
Suponiendo dada esta ultima condicion, y una vez finalizada la percusion, la esfera quedara
sometida a una fuerza de rozamiento dindmica como consecuencia de su interaccion con la
superficie horizontal, la que dara lugar a cambios en el estado de movimiento que se
recomienda su evaluacion.

Al igual que en los casos anteriores, se recomienda trabajar con el material que se ofrece en

la pagina a la que puede acceder mediante el archivo Percusion.htm

6.05 CONSERVACION DEL VECTOR MOMENTO ANGULAR

Teniendo presente la relacidon entre el momento que generan las fuerzas externas y las
variaciones temporales del vector momento angular, es claro entonces que si un cuerpo esta
sometido a un conjunto de fuerzas tales que no generan momento respecto del centro de
masa, su vector momento angular, determinado respecto de dicho punto, deberd permanecer
constante e igual al que tenia en el instante inicial, lo que formalmente podemos expresar
como se indica a continuacion:

M,=00 L,=cte 0 L, =L,
Y por lo tanto, bajo estas condiciones, el vector momento angular en cualquier instante
debera coincidir con el que teniamos en el instante inicial, entendiendo por instante inicial al
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instante a partir del cudl se satisface la condicion de referencia, siendo importante destacar
que se trata de la conservacion de una magnitud vectorial y por lo tanto la misma garantiza la
conservacion del modulo, direccion y sentido de la misma.

Momento Generado por un Campo Gravitatorio.
Atin cuando esta observacion deberiamos haberla realizado al iniciar las aplicaciones, resulta
oportuno destacar un aspecto relacionado con la interaccion gravitatoria ya que en todo
momento hemos supuesto a la fuerza gravitatoria aplicada en el centro de masa del cuerpo,
lo que sin lugar a dudas es correcto cuando empleamos la ecuacion de Newton, ya que en
este caso hemos demostrado que para describir el movimiento del centro de masa podemos
suponer a la totalidad de las fuerzas externas aplicadas en dicho punto. Sin embargo al
emplear la ecuacion de momentos debemos considerar el punto donde estan aplicadas las
fuerzas externas y en el caso de un cuerpo como el mostrado en la figura siguiente, la fuerza
gravitatoria esta aplicada sobre todas y cada una de las particulas que lo forman y no sobre el
centro de masa como lo hemos supuesto en las aplicaciones.

Con el proposito de mostrar que hemos trabajado correctamente,
consideremos el momento al que se veria sometido el cuerpo
respecto de un punto (A) cualquiera, como consecuencia de las
fuerzas gravitatorias a las que estan sometidas las particulas que lo
forman, en cuyo caso y como se sugiere en la figura lateral,
vendra dado por:

M, =) T, *mg;
Suponiendo ahora que el campo gravitatorio a que estd sometido
el cuerpo fuera constante, resulta:

1C/Ia - (Z mifi/A)x g

Que en términos de la coordenada vectorial del centro de masa respecto de (A) nos queda:

Ma = T/a X MG

Donde con (m) indicamos a la masa de todo el sistema. Resultando que bajo las condiciones
establecidas, campo gravitatorio constante, el momento a que dara lugar este mecanismo
de interaccion respecto de un punto cualquiera, sera coincidente con el que obtendriamos si
suponemos a la resultante de la fuerza gravitatoria (peso del cuerpo) aplicada en el centro de
masa del mismo. En particular, es claro que si el momento se determina respecto del
mencionado centro de masa, éste serd necesariamente nulo, en cuyo caso y suponiendo que
fuera esta la unica interaccion a que se encuentra sometido, el cuerpo estara libre de
momentos y por lo tanto su vector momento angular de Spin debera permanecer
constante, mientras dure la condicion de referencia.

Ejemplo 6.15

Considerando el caso de un satélite cilindrico que rota
alrededor de su eje de simetria mientras su centro de masa se
desplaza a lo largo de una trayectoria cerrada, consecuencia
de su interaccion con el campo gravitatorio de un planeta,
como se sugiere en la figura lateral y suponiendo inercial al
sistema de referencia fijo al planeta, nos preguntamos cuales
seran las caracteristicas del movimiento a lo largo de la
trayectoria, respecto del mencionado sistema de referencia.
Las figuras siguientes muestran dos alternativas diferentes. En el primer caso el eje de
simetria del satélite rota en el plano de la orbita, alrededor de un eje pasante por el centro del
planeta, en el segundo, dicho eje se traslada de manera que el centro de masa se desplaza a lo
largo de la trayectoria indicada.
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Teniendo en cuenta que el cuerpo esta sometido Uinicamente a la interaccion con el campo
gravitatorio del planeta y atendiendo lo mencionado recientemente, se trata de un cuerpo
libre de momentos y por lo tanto su momento angular de spin debera permanecer constante a
lo largo de toda su trayectoria, con lo que necesariamente el movimiento sera como se
sugiere en la segunda figura.

Para que se de una situacion como la indicada en la primer figura, en cuyo caso existen
cambios temporales en la componente de spin del vector momento angular, sera necesario
pensar en algiin mecanismo capaz de proporcionar un sistema de fuerzas externas tales que
el momento generado respecto del centro de masa del cuerpo sea compatible con los cambios
temporales observados en la mencionada componente del vector momento angular en
consideracion, como en el caso que se muestra en la figura siguiente, donde los cojinetes que
soportan al eje del rotor proporcionan las fuerzas indicadas anteriormente, tema este que sera
considerado en el proximo capitulo.

Wi

6-220



