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2) Muestre que para un sólido lineal isotrópico, la ecuación de equilibrio estático, implica el balance 

de trabajo y energía. 

 𝑻𝒏.𝒖𝑑𝑎
𝜕𝑃

+ 𝒃𝟎. 𝒖𝑑𝑣
𝑃

=  𝑬: ℂ𝑬𝑑𝑣
𝑃

 

 

La notación utilizada responde al libro 
The Mechanics and Thermodinamics of 
Continua. M. E. Gurtin. (2009) 

1) Demuestre el balance de energía: 
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𝑬:ℂ𝑬 + 𝜌 𝒖 2 𝑑𝑣

𝑃
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 𝑻𝒏. 𝒖 𝑑𝑎
𝜕𝑃

+  𝒃𝟎. 𝒖 
𝑃
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Para una sub-región 𝑃 del sólido. 
a- Si 𝒃𝟎 = 𝟎 y 𝑻𝒏 = 𝟎 en una porción de 𝜕𝐵 y 𝒖 = 𝟎 en el resto de 𝜕𝐵, demuestre que: 
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𝑬:ℂ𝑬 + 𝜌 𝒖 2 𝑑𝑣

𝑃

= 0

 

 

la energía se conserva. 
b-Adicionalmente, si 𝒖 y 𝒖  se anulan en 𝐵  para algún tiempo, entonces, 𝒖 = 𝟎 para todo tiempo. 
c- Muestre que una consecuencia de la simetría del tensor ℂ, es 
 

𝑻 =
𝜕

1
2𝑬:ℂ𝑬

𝜕𝑬
 

Utilice la relación anterior para demostrar: 

𝜓𝑅
 = 𝑻:𝑬  

 
Donde 𝜓𝑅  es la energía libre.  
 

3) Considere un material isotrópico, sobre el cual no actúan fuerzas volumétricas. Sí 

𝜗 = 𝐷𝑖𝑣𝒖 
𝜔 = 𝐶𝑢𝑟𝑙𝒖 

Muestre que 𝜗 = 𝑉1𝛥𝜗 y 𝜔 = 𝑉2𝛥𝜔 

donde 𝑉1 =
2𝜇+𝜆

𝜌
 y 𝑉2 =

𝜇

𝜌
 

 
Discuta la interpretación física de las ecuaciones anteriores. 
 
 
 
4) Bajo la condición de equilibrio, muestre que las ecuaciones deducidas en el problema anterior,  

se reducen a la expresión: 
 
𝛥𝜗 = 0 y 𝛥𝜔 = 0 
 
es decir, son funciones armónicas. Por lo tanto probar que el campo de desplazamiento 𝒖 es  
una función biarmónica: 
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𝛥𝛥𝒖 = 𝟎 
de manera equivalente: 

𝜕4𝑢𝑖
𝜕𝑋𝑗𝜕𝑋𝑗𝜕𝑋𝑘𝜕𝑋𝑘

= 0 

La notación utilizada responde al libro 
The Mechanics and Thermodinamics of 
Continua. M. E. Gurtin. (2009) 

7) Considere un cristal cúbico, Muestre que: 

 
𝐷𝑖𝑣𝑻 = 𝐷𝑖𝑣𝑻𝑖𝑠𝑜 + 𝐷𝑖𝑣𝑻𝑐𝑢𝑏 

donde: 
𝐷𝑖𝑣𝑻𝑖𝑠𝑜 = 𝜇Δ𝒖+ 𝜆 + 𝜇 ∇𝐷𝑖𝑣𝒖 

 

𝐷𝑖𝑣 𝑻𝑐𝑢𝑏 = 𝑐

𝑢1,11
𝑢2,22
𝑢3,33

 

 
Muestre que la ecuación de movimiento para el desplazamiento de un cristal cúbico, es: 
 

𝜌𝒖 = 𝜇Δ𝒖 + 𝜆 + 𝜇 ∇𝐷𝑖𝑣𝒖 + 𝐷𝑖𝑣𝑻𝑐𝑢𝑏 + 𝒃0 

5) Derive la expresión: 

𝑬 =
1

2𝜇
𝑻 −

𝜆

2𝜇 + 3𝜆
𝑡𝑟𝑻 𝟏 

 

6) Muestre que los módulos 𝜇, 𝜆, 𝑐  y las constante cúbicas, ∁11, ∁12, ∁44 , verifican las siguientes  

relaciones: 
𝜇 = ∁44 
𝜆 = ∁12 

𝑐 = ∁11 − ∁12 − 2∁44 
 
¿qué propiedades elásticas tiene el material ? 
 


