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Dinamica General para Sistemas Rigidos

7.1 CAMPO DE VELOCIDADES Y ACELERACIONES

Considerando un sistema de referencia (x'y’z’) quta con una velocidad an-
gular W, respecto de un sistema (xyz), que a su vez rotavelmcidad angulaw,
respecto de un tercer sistema (XYZ), alrededorrdej& concurrente con la anterior,
como se sugiere en la figura siguiente, el veottoordad de una particula respecto
de cada uno de los sistemas involucrados vendiaputzad

nyz = Vx’y’z’ TWy XT

Vxyz = Vyyz TWo XT
Teniendo en cuenta la primera relacion en la segur

obtenemos que el vector velocidad de la particesa 1
pecto del sistema (XYZ) puede ser expresado como:

Vxyz = Vyyz +(Wq +Wy)XT
De donde resulta que la rotacion del sistema (Y'yespecto del sistema (XYZ)
estara caracterizada por un vedidado por:

W=wW;+W,
Suponiendo que el punto considerado fuera un pereneciente al primer sistema,
de la anterior es claro que su velocidad respesitteccer sistema vendra dada por:

Vxyz =(Wq+Wy)xT
Por lo tanto, al considerar un rigido que rota aoa velocidad
angularW, respecto de un sistema que rota con una velocic' L
angularW,, concurrente con la anterior, respecto de otro s
tema de referencia, entonces el vector que caiztier rota-
cion del cuerpo respecto de este ultimo sistemaraedado
por la suma vectorial de los anteriores, como sed6 ante-
riormente, con lo que, respecto de este Ultimesiat el cuer-
po rotard alrededor de un eje paralelo al defipidioel vector —
W que se muestra en la figura lateral. Wy
Resulta importante observar que, aun cuando lagidaldes angulares 1 y 2 fueran
constantes, la direccion del vector que nos caiaatka rotacion del cuerpo respecto
del sistema (XYZ), no permanecera constante respbetdicho sistema y generara
un cono en el espacio asociado con el mencionatieng, como el sugerido en la
figura anterior, donde, como lo mencionaramos, sepaesto constante el modulo
de las velocidades angulares involucradas. Teniendouenta lo indicado, es claro
gue la direccidén del vector que caracteriza laciéta del cuerpo cambiara en el
tiempo y por lo tanto el movimiento del cuerpo yapodra ser considerado como un
movimiento plano. Lo manifestado nos indica que edando los modulos de las
velocidades angulares permanecieran constantegotbrvaceleracion angular del
cuerpo respecto del sistema (XYZ) no sera nulo gesreral vendra dado por:

W

Wy

vz = Wil + W2
XYZ XYZ XYZ

0 =0y +0y +(WyxW,)
Por lo tanto aun cuando los modulos de las veldeslaangulares involucradas no

cambien en el tiempo, la aceleracion angular reéspeel sistema principal no sera
nula y vendra dada por:

a=W,XW,
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7.2 VECTOR MOMENTO ANGULAR.

A lo largo del capitulo anterior se obtuvo que enegal, al vector momento
angular de un cuerpo respecto del origen de uenséstle referencia (XYZ) podia-
mos expresarlo como:

L=r,xmv,+L,
Donde la componente respecto del centro de masa slada por:
= > m,|wr? -7 (w )|
En la que la coordenada vectorial de las particetdd determinada respecto del
centro de masa del cuerpo.
Evaluando la anterior segun las direcciones destensa (xyz)solidario al cuerpo y

con origen en su centro de massulta que, en general, las componentes del vector
momento angular segun las direcciones mencionataran dadas por:

ch = Zmi (y|2 +Zi2)JWx +[_Zmixi Yi ]Wy +[_Zmixi Z; ]Wz
I—cy = :_Zmi ini]Wx +[Z:mi (X|2 +Zi2)]Wy +[_Zmiyizi]wz
Lo, =[S mizixiJw, +[-Xmzy; ]Wy + [Zmi (xf +yi2)]Wz

Donde las componentes del vector velocidad angqlesr,caracteriza la rotacion del
cuerpo, estan evaluadas segun las direccionesstimina solidarianencionado en el
parrafo anterior y donde las coordenadas involasabn las de cada una de las
particulas segun las direcciones sistema solidariandicado anteriormente, con lo
gue los corchetes incluidos resultan iseariantes temporalegjue en adelante de-
signaremos como coeficientes de inercia, diferewgkps entre ellos como se indica
a continuacion.

Productos de Inercia

Ixy = Iyx :_Zmixiyi
lyz = 12x :_Zmixizi
Iyz = Izy :_Zmiyiz

Momentos de Inercia
Respecto del Eje x

=Y mi(yf +27) = Y mydi
Respecto del Ejey

— 2 2\ — 2

=2 mi(X{ +z7) = mdj
Respecto del Eje z

=X m(xf +y7) =Y md;

Con Io que lagomponentes solidariadel vector momento angular respecto del cen-
tro de masa del cuerpo pueden expresarse como:

l—cx:|xxWx+|xyWy+I z
Loy = lyxWy Hlyywy +1,w,
ch szW 'l'lzyWy+I z
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Definiendo ahora las matrices columnas que seandiccontinuacion, cuyos
elementos son las componentes solidarias de ldsresamomento angular y
velocidad angular.

I—CX WX
Le=|Ley W= wy
_LCZ_ _WZ_

Y la matriz de inerciacuyos elementos son los coeficientes de inercia.

Ixx Ixy Ixz

le=1lyx 1y lyz

_I ZX | zy | zz |
Las componentes solidarias del vector momento angespecto del centro de masa,
en notacién matricial, nos quedan expresadas como:

— ~
~

L. =1.W
Anélogamente, considerando el momento angular cesple un punto fijo, pertene-
ciente al cuerpo o a una extension rigida del mistomo se sugiere en la figura
siguiente, obtuvimos que el vector momento anguédafa dado por:

N
— _ - 2 - -
Lo=2m, |_Wri — K (W U’i)]

Donde en esta oportunidad, las coordenadas vecto

les de cada una de las particulas estan deterrsing

respecto de dicho punto. Y,

Puesto que la expresion anterior es formalment mla obtenida para el momento
angular respecto del centro de masa, mediante agegimiento similar al seguido
en el caso anterior, obtendremos que las companeatielarias del momento angu-
lar, respecto del punto fijo, en notacion matriams quedard expresado como:

Lo =loW
Donde en esta oportunidad, los coeficientes deal@izde inercia estaran evaluados

segun direcciones solidarias al cuerpo con origeelgunto fijo, perteneciente al
cuerpo o a una extension rigida del mismo.

Sistema Principal de Inercia.

Dadas tres direcciones ortogonales con origen guato, perteneciente al cuerpo o
a una extension rigida del mismo, diremos que fararasistema principal de inercia
cuando al evaluar la matriz de inercia segun diahiscciones, los productos de
inercia se anulan y por lo tanto la matriz resdiggonal.

lk, 0 O
=0 I, O
0 0 I,
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En cuyo caso a los momentos de inercia los ideatéimos comonomentos princi-
pales de inerciay para diferenciarlos de aquellos evaluados seg@taibnes no
principales, los identificaremos mediante un Urgabindice, con lo que las compo-
nentes solidarias del vector momento angular régpkd centro de masa o respecto
de un punto fijo, evaluadas segun dichas direcsions quedan expresados por:

LX - IXWX
Ly =lywy
LZ - |ZWZ

Siendo interesante destacar que de acuerdo canidoaa, cuando el eje de rotacion
de un cuerpo coincida con una direccion princigaingrcia, entonces el vector mo-
mento angular serd paralelo al vector velocidadilangya que en este caso, de la
anterior resulta:

L=1w
Donde el momento de inercia involucrado, es elcdelpo respecto del eje de rota-
cién gque pasa por el centro de masa o por un gijot@ue como ya lo menciona-
ramos suponemos coincidente con una direccidénipahde inercia en dicho punto.
Teniendo en cuenta la importante simplificacion gedogra al evaluar las compo-
nentes del vector momento angular segun direccisolétarias y principales, consi-
deraremos alternativas destinadas a identificdradidirecciones en un punto cual-
quiera de un cuerpo o una extension rigida del mism

Diagonalizacion de la Matriz de Inercia.
Cuando existe un plano de simetria, entonces arndotlos ejes del sistema solida-
rio de manera que uno de sus planos coincida cplamb de simetria del cuerpo, los
productos de inercia que contengan como subintlioerespondiente a la direccion
perpendicular a dicho plano, seran nulos, asi:

Cuando el plano (xy ) es de simetrilg;, = 1,x = Iy, = 1,, = 0

Cuando el plano (y z) esde simetrig;y = lyx = Ix; = 1, x =0

Por lo tanto, orientando los ejes del sistema anbdde manera que dos de sus pla-
nos coincidan con planos de simetria del cuerpimneas el sistema resultante sera
un sistema principal de inercia, en el punto carsido.

Cuando no existe la posibilidad indicada anteriort®ey como lo veremos a conti-
nuacion, siempre serd posible determinar tres doees principales en cualquier
punto del cuerpo y las mismas seran unicas.

Con este proposito supongamos al cuerpo rotanddeador de una direccion carac-
terizada por los cosenos directores (I,m,n) respéettres direcciones (xyz) solida-
rias y arbitrarias como las indicadas en la figera,cuyo caso el vector velocidad
angular del cuerpo puede ser expresado como:

w=w(li+mj+nk)
Y las componentes solidarias del momento angulaioco

Ly =w (1l +|xym+ lx2N)
Ly

L, =w (Il +|zym+|zzn)

=W (Il +1yym+1,n)
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Suponiendo ahora que la direccion del eje de i@mtacoincide con una direccion
principal de inercia, respecto de la cual, al mamele inercia del cuerpo lo designa-
remos con (I), las componentes solidarias del vaotmmento angular consideradas
anteriormente, pueden expresarse en funcion delemiande inercia recientemente
indicado, como:

L, =lwl
L=IwW Porlotanto L, =lwm
L,=lwn

Con lo que, de las anteriores resulta:

Lyl +1yym+1,n=1m

Il +1ym+1,n=1n

De donde obtenemos:
(I =D +1lym+1,,n=0
lyxl +(lyy =1)m+1,,n=0

Il +1,ym+(l,,-1)n=0

Considerando a la anterior como un sistema de mmnescen los cosenos directores,
este tendra solucion para aquellos valores del munae inercia () que hagan que
el determinante de los coeficientes se anule, gsi@aquellos valores tales que:

(lxx_l) Ixy lxz
lx (=1 1, |=0
2% Izy (Izz_l)

Que nos proporcionara una ecuacion cubica en ygsctres soluciones daran lugar a
un conjunto de tres valores para los cosenos dmnesstque simbdlicamente se indi-
can a continuacion.

l; - (I3, mg,ng)
l5 - (I,m5,n5)

I3 - (I3, m3,Nn3)
Donde cada uno de los tres conjuntos de coseradaties (autovectores) nos carac-
terizaran cada una de lass direcciones principalede inercia en el punto conside-
rado siendo los autovalores asociados con cadaemito los momentos de inercia
respecto de cada una de las tres direcciones paieside inercia indicadas.

Finalmente cabe destacar que al considerar caddeutos autovalores en el sistema
de ecuaciones lineales originales, las mismas yserén linealmente independientes
entre si, salvo de a grupos de dos, por lo que &fectos de determinar los corres-
pondientes cosenos directores sera necesario disglenuna ecuacion adicional,
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proporcionada en cada caso por la relacion quedseai a continuacién y que deben
satisfacer los cosenos directores.

12+m?+n? =1

Teorema de Steiner.

Considerando un sistema (XYZ) trasladado respeetondsistema (Xyz) con origen

en el centro de masa, es posible demostrar quadosento y productos de inercia

evaluados segun cada una de las direcciones iadicasgtaran relacionados median-
te expresiones como las que se muestran a coritinuac

— 2 2 — 2
IXX _Ixx+m(Yc +Zc) 0 IXX _Ixx+meX
Iy :IXy+mXCYC

Existiendo relaciones similares para los restarte$icientes, donde X Z. son las
coordenadas del centro de masa del cuerpo respetds ejes (XYZ).

Considerando ahora una direccion caracterizaddogocosenos directores (I,m,n),
determinados respecto de tres direcciones (XYZ4),ar@en en cualquier punto del
cuerpo entonces, el momento de inercia del cuergmecto de dicha direccion, esta-
ra relacionado con lo momentos y productos de im&wvaluados segun las direccio-
nes anteriores, mediante:

—1 12 2 2
limn = Tl +1yym= +1,,0n% +21, Im +21,, In +21,,mn

yy
7.3 ECUACION DE MOMENTOS

En el capitulo anterior obtuvimos que tomando mdo®nespecto del centro
de masa de un cuerpo o respecto de un punto &jpemeciente al mismo o a una
extension rigida de este, el momento generadogsofuerzas externas estaba rela-
cionado con las variaciones temporales del vectamemto angular del cuerpo res-
pecto de dicho punto, mediante:

g oA

dt XYZ

Donde recordemos que las variaciones temporalesndeiento angular indicadas
anteriormente deberan estar evaluadas desde emaige referencia (XYZ) inercial.
Teniendo en cuenta que de acuerdo a lo desarrdfiagsia el momento, el vector
momento angular esta evaluado segun las direcctnan sistema (xyz) solidario al
cuerpo, con origen en el centro de masa o0 en uto gijm segun convenga para la
situacion en consideraciéon y designando con (v eelocidad angular del cuerpo
respecto del sistema (XYZ) inercial, de la antergsulta:

w=2
dt "z
Con lo que las componentes solidarias de la ecui@&dnomentos nos quedan:
M, =L, +(WxL),
My =L, +(WxL),
M, =L, +(WxL),
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Movimiento Plano.

Suponiendo al cuerpo animado de un movimiento plgnarientando los ejes del
sistema solidario, con origen en el centro de masa un punto fijo, de manera que
uno de ellos coincida con el eje de rotacion, pemplo con el eje (z), en cuyo caso
la velocidad angular del cuerpo nos quedara exgassamo:

W =w k
Y recordando que las componentes solidarias delentorangular, en general veni-
an dadas por:

I-x :W(Ixxl + Ixym+ Ixzﬂ)
Ly
I—z :W(szl + Izym+ Izzn)

Para la situacion en consideracion dichas compesesindran dadas por:

=W (Il +1yym+1,n)

L, =1,,W
Ly =1y,,w
L, =1,,w

Con lo que, para la situacion en consideraciorgdagponentes solidarias de la ecua-
cion de momentos, segun las direcciones indicamasguedan expresadas como:

My = LW —1,,w?
2

My

M, = |,,W

=ly,W=1y,W

7.4 ECUACIONES DE EULER.

Considerando ahora un cuerpo animado de un moviongemeral y suponien-
do a los vectores velocidad angular y momento angalaluados en componentes
segun direcciones solidarias y principales, componentes de la ecuaciéon de mo-
mentos segun dichas direcciones resultan:

My =1,W, =(lIy =1, )wyw,

My =1 Wy =(1, =1,)w,wy

M, =1,W, =(I = 1y)wy,wy
Generalmente conocidas cofaouaciones de Euler.

Movimiento Libre de Momentos.

Como una aplicacion de las ecuaciones de Eulesjdememos el caso de un cuerpo
gue se mueve libre de momentos, como seria acpiieliecion en la que esta someti-
do Unicamente a la interaccién con un campo gitavita en cuyo caso de la anterior
resulta que las componentes solidarias del veelociad angular deberan ser tales
gue satisfagan el sistema de ecuaciones diferencial

LWy =(1y —1)wyw,
Wy =(1, =l )w, Wy
W, =(Ix —1y)w,w,
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Considerando ahora un cuerpo con simetria de reidolucomo el sugerido en la

figura siguiente y orientando los ejes del sistaolgdario de manera que el eje (z)

coincida con el de simetria, en cuyo caso la teol@aria resulta principal y los

momentos de inercia respecto de las direccionanaies al eje de simetria coinci-

dentes, a los que en adelante designaremos como:
I, =1, =1 W
X y

|, =1

De la anterior obtenemos que las componentes sakdde la

velocidad angular del cuerpo deberan ser solucidaksiste-

ma de ecuaciones diferenciales: X

LWy =(1=1,)wyw,

(e)

Wy =(I, =1y)w,w,

De la ultima ecuacion obtenemos que la componehtge( vector velocidad angular
permanecera constante, e igual al valor que tené& imstante inicial.

W, =Wy
Teniendo esto en cuenta, derivando la primera mpeezando en la segunda, obte-
nemos que la componente (x) de la velocidad angelaera ser solucion de la ecua-
cion diferencial:
_ 2
W, + TWZO w, =0

Con lo que dicha componente vendra dada por:
| -1
w, =Asent) Donde: q= —I =W,
Derivando la solucion encontrada para la compongéotede la primera ecuacion
diferencial obtenemos que la componente (y) delecidad angular resulta:

w, =Acos@t)

Donde la constante A dependera de las condicioneisles, con lo que el modulo
de la velocidad angular del cuerpo permanecer&aatesya que vendra dado por:

VEN/S +W§O

Teniendo en cuenta que las componentes obtenidaspe ;
vector velocidad angular samomponentes segun las di-
recciones solidarias al cuerpoes claro que el vector ve-
locidad angular precesionara alrededor del ejeirdetsa
del cuerpo como se sugiere en la figura lateralegedo
un cono en el cuerpo cuya abertura permaneceréacoas
ya que dicho angulo sera tal que:

A
tgo =——
VVZO
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Por otro lado, teniendo en cuenta que el momentules

el vector momento angular permanecera constanteg iop
tanto caracterizara una direccion fija al sistemerdial

como se muestra en la figura lateral, donde hemyasesto
gue los ejes del sistema inercial estan orientddavanera
gue el eje (2) coincide con la direccion de dichotur.

Asi mismo, la nulidad del momento que generan Uaszhs externas garantiza la
conservacion de la energia cinética de Spin, coniédo

%*ﬂ;:cw

De donde resulta que el angulo entre ambas magsitlgbera ser tal que:
1
—wL .cof3 =cte
2 c

Por lo tanto dicha magnitud angular debera pernsansmnstante, como se sugiere
en la figura anterior, con lo que si tenemos emizugque el vector velocidad angular
precesiona alrededor del eje de simetria del cudpoadicado recientemente requie-
re que dicho vector precesione alrededor de laxdie caracterizada por el vector
momento angular, generando asi un cono en el espaociado al sistema de refe-
rencia inercial, como se muestra en la figurararte

Finalmente y teniendo en cuenta las conclusiongsiares es claro que las mismas
requieren de una precesion del eje de simetrizwgipo alrededor de la direccion
caracterizada por el vector momento angular, cambién se sugiere en la ultima
figura, de manera que el angulo entre ambas dimeesi (suma de las magnitudes
angulares consideradas anteriormente) permanenstaote.

7.5 ECUACIONES DE EULER MODIFICADAS.

Finalmente consideraremos una forma déstin [
de expresar las componentes cartesianas de la ec
cion de momentos, particularmente util cuando s
trabaja con cuerpos que poseen simetria cilindric
como el que se muestra en la figura lateral, e cu
caso resulta conveniente emplear como sistema au
liar (xyz) a un sistema que acompafa al cuerpaien
precesion y nutacion pero no en su rotacion prgpia
gue en adelante reconoceremos como sistema nod:

(XYZ2): Sistema Inercial

(xyz): Sistema Nodal
Velocidad angular del sistema nodal respecto detial:

w=y+0
Velocidad angular del cuerpo respecto del sisteraaial:
W=W+0+@

Teniendo en cuenta que el sistema nodal acompgga =0
al cuerpo solamente en su precesion y nutacion, Jas _ ;
componentes nodales del vector que caracteriza =Wserd
rotacion de dicho sistema respecto del sistema infi T
cial, vendran dadas por: z "~ Y cosb
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Mientras que las componentes nodales del vectocapaeteriza la rotacion del cuer-
po respecto del sistema inercial, vendran dadas por

w, =90
w, = Wserf
w, =WcosB+¢

Orientando los ejes del sistema nodal de maneraloggje (z) coincida con el eje de
simetria del cuerpo, dicho sistema resultara paigi los momentos de inercia invo-
lucrados continuaran siendo invariantes temporal@gsar de que el mencionado
sistema no esta solidario al cuerpo, con lo quedasponentes nodales del vector
momento angular del cuerpo vendran dadas por:

L, =18

o Donde =1y =1
L, =1Wserd recordemos que: IX _|y
L, =1 (¥cosB+() -

Evaluando ahora la derivada temporal del vector emmangular desde el sistema
nodal, la forma vectorial de la ecuacion de momeatalra dada por:
- dL -
M=—1] +QxL
dt
Xyz

Teniendo en cuenta que aun cuando el sistema augxyz) no esta solidario al
cuerpo, los momentos de inercia contintan siendariantes temporales, las com-
ponentes nodales de la anterior nos quedan:

M, =18+(l, - 1)W?serBcosd + | ¥ serd
M, =1WserB+2IWocosH -1 6(¢p+ ¥ cos)
L, =1,(o+ P cosB - Whserd)

Sistema de ecuaciones diferenciales que en ade&uroceremos como ecuaciones
de Euler modificadas, en término de los angulo&ulery que a continuacion em-
plearemos para el tratamiento de algunas situaxideeinterés particular, donde
resulta interesante destacar que la component®ifaide con la derivada temporal
de la componente (z) del vector momento angulato dpie dicha componente del
producto vectorial es nula.

Peonza Simétrica Libre de Momentos.

Consideraremos nuevamente las caracteristicas ahmento de un cuerpo con
simetria de revolucion cuando se encuentra libnaa@entos, en cuyo caso su vec-
tor momento angular permanecera constante e ifjgakatenia en el instante inicial
y por lo tanto caracterizara una direccion fijgiatema de referencia inercial.

L =cte=L,
Por otro lado, teniendo en cuenta que la compor{enjede las ecuaciones de Euler
modificadas coincide con la derivada temporal dedmponente ( z ) del vector
momento angular, y como el momento que generafuéaga externas es nulo, en-

tonces:
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L,=cte 0 L,cosB=cte I O=cte=6,
Donde la coordenada angular involucrada, recordejuescorresponde a la coorde-
nada entre la direcciodn fija caracterizada poreetar momento angular y el eje de
simetria del cuerpo, como se sugiere en la figguaente:
Teniendo en cuenta esta conclusion en la compolignte 'L
de las ecuaciones de Euler modificadas, resulta: —

IWsed, =0 O Y=0 0 W=cte 2
Cuyo valor podemos obtener teniendo en cuenta gue d
componente (y) del vector momento angular, obtesemo

L.serd, =1Wserd, 0O LiJ:LI°

Teniendo en cuenta estas conclusiones en la com@o(e de la ecuacion de mo-
mentos, resulta:

(1, -1W?2serd, cosd, +1,¢¥send, =0
De donde:

('p:—(ll_l")LiJcoseo

o

Que en términos del momento angular en el insiaiial nos queda:

épz%Lo cosh,

o

Con lo que las componentes nodales del vector ayaeteriza la rotacion del cuerpo,
resultan:

w, =0

LIO sen,

Wy:

W, = ll_ cos,
o

Por lo tanto, el vector velocidad angular del cogrpecesiona alrededor del momen-
to angular juntamente con el sistema nodal, consugeere en la figura anterior.
Por otro lado, teniendo en cuenta que un sisteriyaz(x solidario al cuerpo con
origen en el mismo punto que el sistema nodal, negpecto de este con la rotacién
propia del cuerpo, como se sugiere en la figuraiesnge, las componentes solidarias
del vector velocidad angular del cuerpo vendraragaubr:
Z|Z'

W, = LI serd, sen(p)

Wy, = LI serd, cos(pt)

L. .
Icoseo < 'i’ X

o

W, =
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Y por lo tanto el vector velocidad angular preceaialrededor del eje de simetria
con la velocidad angular que se indica a contiriut@enerando un cono en el cuer-
po como el que se muestra en la figura siguiente:

ip:%Lo cosH,

De donde la relacion entre la apertura del cohowEpo y
el angulo de nutacion resulta:

L. senb,

L. Ccoso,

Y por lo tanto:

tga =

tga :IT"tgeo

Con lo que en el caso de un cuerpo con aspecto
cilindro, en cuyo caso:

I, <l O a<8,

La situacion sera como se sugiere en la figuradkte
mientras que en el caso de un cuerpo con aspecitc
plato, en cuyo caso:

I.>1 O a>6,
La situacion sera inversa a la mostrada en ladigaterior.

Precesion Estacionaria con Momento No Nulo.

Considerando un cuerpo con simetria de revolucaiemos que condiciones debe-
ran darse para que pueda estar animado de unaipreestacionaria, 0 sea un mo-
vimiento tal que:

6=0 0 =cte
P=0 = W=cte
®=0 @=cte

En cuyo caso de las componentes nodales de lasi@oes de Euler modificadas
resulta que:

M, =(I, -1)¥?serBcosd + 1, ¢¥serd
M, =0
M, =0

Considerando el caso particular de una precestéuiesaria con un angulo de nuta-

cion de 90° de las anteriores resulta que las coemtes nodales del momento que
generen las fuerzas externas debera ser tal que:

M, =l.@¥ O = Mx
IO(p
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Que nos proporciona la relacion entre la rotackapip y la precesion para la situa-
cion en consideracion.

Considerando ahora aquella situacion en la quealld de nutacion es diferente a
90°, de la componente (x) de la ecuacion de moreeetulta que la velocidad de
precesion debera ser tal que:

W = . 1+ 1_4M)((!—Io)cose
2(1-1,)cosd 12¢° serd
Que acepta solucion real, siy solo si:
|2
My < ——=—¢’tge

En cuyo caso luego de desarrollar el radicandadmterior en serie de potencias,
resulta:

_ 0] 1+ 1_2|\/I)((!—Io)cose+
2(1-1,)cosd 12¢” send

Considerando ahora aquellas situaciones en lasagudacion propia toma valores

grandes y despreciando en la anterior los térmilgomayor orden, obtenemos las
expresiones siguientes como soluciones de nuesibbepna, correspondientes a una
precesion lenta y rapida, respectivamente.

Lenta Rapida

= —M X gy = | P
| . psend (I-1,)cosb
Que indudablemente estaran asociadas con dos eslaeméticos diferentes, en los
gue se podra encontrar el sistema.
Como una ilustracién del tema, se recomienda @ovgiroscopq donde podra ob-
servar la precesion estacionari®@® de un giréscopo sometido a un momento no
nulo.
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