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6.01 SISTEMA RIGIDO

A lo largo de este capitulo trataremos de obtexgresiones que nos permitan
describir el movimiento de los diferentes puntosudesistema rigido, entendiendo
como tal a un sistema formado por un conjunto disco continuo de cuerpos pun-
tuales tales que ldistancia entre los mismos permanece constantel ¢éenepo.
Siendo destacable que hemos requerido la invasidamporal de la distancentre
dos puntos cualquierag, la invariancia temporal del vector posicion de de ellos
respecto del restante.
Con el propdsito mencionado, recordemos que aliderss sistemas de referencia
con movimiento relativo obtuvimos que los vectorekcidad y aceleracion de una
particula determinados respecto de los sistemaduicnados estaban relacionados
mediante las expresiones.

Vxyz = Vyy, * Vxyz +WXT

Campo de Velocidades y Aceleraciones.

Consideremos a continuacion un sistema rigido erfmurigido” como lo designa-
remos frecuentemente y un sistema de referenciZ)Xue en adelante identifica-
remos comdundamentalrespecto del que pretendemos describir el movimidat

los diferentes puntos del cuerpo.

Con el propdsito indicado, pensemos en un nuewensis
de referencia (xyz), que en adelante reconocereons
sistema de referencia auxiliazpn origen en un punto (A)
cualquiera, perteneciente al cuerpo o a una extemsji-
da e imaginaria del mismo, como se sugiere ergladi | ¥
lateral, cuyo estado de movimiento suponemos cdnoci
Teniendo en cuenta la expresion que nos relaciomavéctores velocidad de una
particula respecto de sistemas de referencia cammamto relativo y designando
con Q) al vector que nos caracteriza el estado de adel sistema auxiliar res-
pecto del fundamental, entonces al vector velocaadn punto (B) cualquiera del
cuerpo, podemos relacionarlo con el vector velatidial punto (A) mencionado en
el parrafo anterior, mediante:

Veixyz = VB/xyz T Varxyz T QXTg/a

Suponiendo asistema auxiliar solidario al cuerp@sto es, rigidamente vinculado al
mismo, es claro entonces que el vector que caizetarrotacion del sistema coinci-

dira con el que caracteriza la rotacion del cugrpbvector velocidad del punto (B)

respecto de dicho sistema seré nulo, con lo que aeterior resulta que los vectores
velocidad de dos puntos cualquiera del cuerpo,estspdel sistema fundamental
(XYZ), estaran relacionados mediante:

Donde (v) caracteriza el estado de rotacion del cuerpcertspdel sistema de refe-

rencia fundamental y donde para simplificar la cidta hemos obviado el subindice
(XYZ) puesto que en la anterior, las velocidade¢éredeterminadas respecto de di-
cho sistema y por lo tanto no cabe posibilidadafdusion.

Teniendo en cuenta la expresion recientemente idiates claro que, conociendo el

estado de movimiento de un punto (A) cualquieracdelrpo (0 de una extension
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rigida del mismo) y el vector que caracteriza ¢aaion, mediante (6.1) estamos en
condiciones de obtener expresiones para el veetocidad decualquier otro punto
del sistema. En estos términos diremos que (64 datineel campo de velocidades
de los diferentes puntos del cuerpo.

Resulta oportuno destacar que independientemehtgiaero de particulas (finito o
infinito) que integren nuestrgistema rigido, la descripcion del estado de m@nm
to de un punto cualquiera del mismo requerira enegal el conocimiento de dos
magnitudes vectorialesina para caracterizar el estado de movimientondpuato
(A) cualquiera del cuerpo, y la restante para ¢araar el estado de rotacion del
cuerpo, por lo que en general serd necesario comiese funciones escalares del
tiempo vinculadas con las componentes de la primagnitud mas tres funciones
escalares del tiempo destinadas a caracterizaolaponentes de la segunda magni-
tud, con lo que, independiente del nimero de pdasoque integren al sistema rigi-
do, siempre podremos pensarlo como un sistemasemngrados de libertackn
cuanto a que, de acuerdo con lo mencionado reniente, este sera el maximo nu-
mero de funciones linealmente independientes neasgaara describir el compor-
tamiento de cualquier punto del cuerpo.

Analogamente, el vector aceleracion de un puntac(BJquiera, puede relacionarse
con el vector aceleracion de otro punto (A) cuacpyi perteneciente al cuerpo o a
una extension rigida del mismo, mediante:

aB/XYZ :aB/XyZ +aA/XYZ +QxerB/A +ZvaB/XyZ +QXFB/A

De donde, luego de tener en cuenta que al sistemmaferencia auxiliar lo supone-
mos solidario al cuerpo, con lo que, la velocidadudar de dicho sistema coincidira
con la del cuerpo y la aceleracion y velocidadpdeito (B) respecto del mencionado
sistema sera nula, de la anterior resulta:

g =Ap +WXWX Ty p +WXTgp 6.2
Donde nuevamente y con el propésito de simplifiaamotacion, hemos obviado el
subindice (XYZ) en cuanto que las aceleracionesglgcidades involucradas estan

determinadas respecto del mencionado sistema elemefa y por lo tanto no existe
posibilidad de confusion.

Componentes Asociadas con la Traslacion y Rotaci@el Cuerpo.
En esta oportunidad pretendemos interpretar cadalarios términos involucrados
en las expresiones anteriores:

=

Un primer aspecto que resulta conveniente desexague
todos los puntos del eje de rotacién de un cuegreen en
cada instante el mismo estado de movimiento, certriuque B
es inmediata a partir de (6.1) ya que para diclhwdgopel se- Cosa

gundo término es nulo puesto que incluye el pradutts
vectores paralelos como se sugiere en la figueadiat

Otro aspecto digno de mencidn es que de acuerdo ¢
(6.1), al vector velocidad de un punto cualquiesh d
cuerpo siempre podremos pensarlo como la suma
dos componentes, una de elt@snin a todos los pun-
tos y que por ese motivo la identificaremos comc
componente de traslacidmasuna componente que
depende del punto consideradtaramente vinculada
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con larotacion del cuerpaccomo las indicadas en la figura anterior, dondedse
supuesto al cuerpo animado de una rotacion hadoidargo de un eje perpendicular
al plano de la hoja, pasante por (A) y donde cox) @aracterizamos el estado de
movimiento de dicho punto, claramente coincideotea de los restantes puntos del
eje de acuerdo con lo mencionado en el parrafeiante

Teniendo en cuenta nuevamente (6.1) resulta semalificar que todos los puntos
pertenecientes a una recta paralela al eje dadgotdaenen en cada instante el mismo
estado de movimiento, como resulta del analisim@ébmue continua, con el apoyo
de la figura lateral.

Vg =Vp tWXTg,p
Vg =Vp +WXTo p TWXTg/c

Por lo tanto: '

Vg =V¢

Considerando nuevamente un eje paralelo al eje |
rotacion, y dos puntos (C) y (B) perteneciente y n
perteneciente a dicho eje, como se muestra egueafi
lateral, teniendo en cuenta (6.1), al vector veladi
del punto (B) podemos relacionarlo con el vectdo-ve :
cidad del punto (A), mediante: '

Vg =Vp tWXTg)a '
Que podemos expresar como:

Vg =Vp +WXTe/p +WXTg)c
De donde resulta:

Vg =Vc +WXTg,c
Comparando la ultima forma de expresar la velocideldpunto (B) con la forma
inicial es claro que ésta ultima es justamentauaprresponderia si el cuerpo estu-
viera rotando, con lemisma velocidad angulaalrededor de un eje paralelo al eje de
considerado inicialmente, pasante por el punto d€)londe podemos concluir que,
cualquier eje paralelo al eje de rotacién puede @amsiderado como eje de rotacion
para describir el movimiento de los diferentes pardel cuerpogon la condicion de
tener en cuenta la componente de traslacion quespanda al eje seleccionado. Por

lo tanto es claro que existiran infinitas manemsléscribir el estado de movimiento
de los diferentes puntos de un cuerpo.

Ejemplo (6.1)

Considerando un cilindro cuyo centro de masa splaies con una velocidad cons-

tante y suponiendo que no existe deslizamientcedalsuperficie horizontal mostra-

da en la figura, ésta ultima condicion nos garantjge los puntos de la rueda en
contacto con la superficie horizontal tendran vidad nula y puesto que el eje de
rotacion de la rueda sera perpendicular al plantad®ja, entonces los puntos en
contacto con la superficie horizontal pueden sesicierados como parte del eje de
rotacion, con la interesante ventaja de que laciddol de dichos puntos es nula, con
lo que la velocidad de cualquier otro punto deflpag@uede expresarse como:

Ve =WXTc/a
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Vg =WXTg/a
En cambio pensando al cilindro animado de un
rotacion alrededor de un eje coincidente con su €
de simetria, la velocidad del punto periférico ven
dra expresada por:

Vg =Vc +WxIg,c
La diferencia entre las dos formas seleccionades gescribir el movimiento de los
puntos de la rueda radica en que en el Ultimo easmos pensando al movimiento
de la rueda como una rotacién alrededor de unoéjeidente con su eje de simetria
superpuesta con una traslacion caracterizada pectdr velocidad de los puntos de
dicho eje. En cambio en el primer caso estamosapeosal cuerpo animado de una
rotacion "pura” caracterizada por el mismo vectoeidad angular, alrededor del
eje definido por los puntos de contacto con la digoe horizontal.
Considerando ahora la expresion (6.2), segun lelasiaectores aceleracion de dos
puntos de un sistema rigido estan relacionadosamiedi

dg =ap T WXWXTg/p +WXTg/
El primer término en el miembro de la derecha delser interpretado como una
componente asociada con la traslacion del ejetdeiém y en cambio a los dos res-
tantes deberemos pensarlos vinculados con la éotael cuerpo alrededor de dicho

eje, como se sugiere en la figura siguiente, dood® en las oportunidades anterio-
res hemos supuesto al eje de rotacion perpendiziganoja.

Movimiento Plano.
A lo largo de este capitulo nos limitaremos alatr@ento de situaciones en las que
los cuerpo involucrados estan animados de un mewtmiplano, entendiendo que
esta situacion se da cuanidodireccion del eje de rotacion permanece congtant
por lo tanto el vector aceleracion angular, si eégjslebera ser tal que:

W W
Y el vector velocidad de los puntos perteneciesitege de rotacion, si existe, debera
estar contenido en un plano perpendicular a dicjgo e
Teniendo en cuenta que en (6.1), el término asoaad la rotacion del cuerpo, es
perpendicular al vector velocidad angular, y supotio dadas las condiciones ante-
riores es claro entonces que si el cuerpo estaaaloirde un movimiento plano la
totalidad de los vectores que caracterizan la wddocde los diferentes puntos del
cuerpo estaran contenidos en planos paralelos shireperpendiculares al vector
velocidad angular como se sugiere en la figuraenge.

Bajo estas condiciones, definiremos coplano |w

del movimiento al plano perpendicular al eje de

rotacion que contiene el centro de masa del cue @ L.
po, siendo, generalmente, éste plano el que emple : wxT,
remos en nuestras representaciones graficas. '
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Ejemplo (6.2)

Considerando nuevamente un cilindro que ruedaeshzar a lo largo de una super-
ficie horizontal de manera que para el instantentb#és su centro de masa se des-
plaza hacia la derecha con una aceleracion coastanto se indica en la figura si-
guiente y teniendo en cuenta que los puntos eractanton la superficie horizontal
tienen velocidad nula, la velocidad del centro dsapuede expresarse como:

Ve =W XTe/p /TL
k

Evaluando la anterior segun las direcciones de I

vectores unitarios representados en la figura,-obt &

nemos la ecuacion escalar que se indica a contint ¢
cion, segun la direccion del vector unitario
Ve =WR A
De donde:
\Y
w=-%
R
Derivando y teniendo en cuenta que se trata deawinmento plano, resulta:
.V
w=-S5
R
Por lo tanto:
- dc
w=--Sk
R

Finalmente el vector aceleracion de los puntosostacto con la superficie horizon-
tal puede obtenerse teniendo en cuenta que dedacuaen (6.2) la aceleracion de
dichos puntos estara relacionada con la del ceetrnasa mediante:

8p =ac T WXWXTy c+WXTy,c
Evaluando la anterior en componentes segun lascilirges indicadas inicialmente
en la figura y teniendo en cuenta la conclusiormbia anteriormente para el vector

aceleracion angular, resulta que la aceleraciépulgio de contacto estara relaciona-
da con la velocidad angular del cilindro mediante:

é.A :WZRT

Ejemplo (6.3)
Consideremos a continuacion el caso de una varil
rigida que apoyada sobre una pared vertical y ur
superficie horizontal, se desliza de manera quel en
instante de interés, representado en la figuraalate
conocemos la velocidad con que se desplaza el pur
en contacto con la superficie horizontal.
Con el propésito de obtener una expresion paralacidad angular de la varilla,
cuya direccion debe ser perpendicular al plan@ad®ja, tengamos en cuenta que el
vector velocidad de los puntos extremos (A y Baeselacionados mediante:

Vg =Vp +WXTg, A
Evaluando la anterior segun las direcciones caraatias por los vectores unitarios
indicados en la figura y teniendo en cuenta queocoomsecuencia de los vinculos a
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que esta sometida la varilla, la direccion y sentldl vector velocidad del punto (B)
debera ser necesariamente el indicado, resulta:

W = A
Hco<0
Suponiendo que la velocidad del punto en contastola superficie horizontal se
mantiene constante, con lo que su vector acelera®éd nulo, la aceleracién del
punto en contacto con la pared vertical puede sgpse como:

g =WXWXTg;p +WXTg/a
Evaluando la anterior segun las direcciones ortalgsnindicadas en la figura, de la
ecuacion asociada con la componente horizontataesu

Va Ve =

W =w?tg8
Y de la ecuacion asociada con la componente veditanemos:
_ HW2 -
aB = -
cos<O

Teniendo en cuenta la expresion obtenida paralteidad angular en funcion de la
velocidad del punto de contacto con la superfabéela anterior obtenemos que:

.

ag = T a3~

Hcos 0

Se recomienda verificar que la expresion recientéenebtenida para la aceleracion
angular es coincidente con la que podemos obtemaddo la expresidon alcanzada
inicialmente para la velocidad angular.
Finalmente y con el proposito de ejemplificar algsiaspectos discutidos en el tema
anterior, notemos que al estado de movimiento deidla en cada instante lo po-
demos describir de diferentes maneras, una deulescseria como el de una rota-
cion alrededor de un eje perpendicular a la hgjasante por el punto (A) mas una
traslacion caracterizada por el vector velocidaddiddo punto, o bien como una
rotacion alrededor de un eje pasante por el pBitesperpuesta con una traslacion
caracterizada por el vector velocidad de dichdgqun

Centro de Rotacion Instantanea.

Considerando un cuerpo animado de un movimientaeopleomo los analizados en
los ejemplos anteriores, el vector velocidad deplogos cualquiera (A 'y Q), perte-
necientes al cuerpo o a extensiones rigidas dehanisestaran relacionados mediante
una expresion del tipo:

De donde, como lo demostraremos, en general yqaatta instante, siempre podre-
mos encontrar un punto perteneciente al cuerparmaaxtension rigida del mismo,
tal que en dicho instante su velocidad sea nusgaoun punto (Q) tal que su vector
posicion respecto de otro punto (A) arbitrariodatia la ecuacion vectorial:

\7A + W X ?Q/ A~ 0
Efectivamente, lo mencionado siempre sera posialgue evaluando la ecuacion

anterior segun direcciones ortogonales coincideotes el plano del movimiento,
resultan las siguientes ecuaciones escalares:
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I > v, +wy=0
] - vy —wx=0
Siendo (x e y) las componentes del vector posid&rpunto (Q) respecto del punto
(A), segun las direcciones ortogonales mencionadesiormente y donde para faci-
litar la notacion hemos obviado los subindices (e debieran haberse incluido
en las coordenadas del sistema indicado anteridgemenego de resolver el sistema
de ecuaciones, resulta que cada una de las contpsrai vector posicion mencio-
nado en el parrafo anterior vendran dadas por:
Vv
x=-Y  y=-Yx
w w
Sistema que siempre tendra solucion a menos gueegho este en reposo en cuyo
caso carece de sentido preocuparnos por el temenajbe el cuerpo este animado
de una traslacion, en cuyo caso el punto que aetidh condicion indicadas estaria
infinitamente lejos.
Teniendo en cuenta lo mencionado es claro quecsiezpo esta animado de un mo-
vimiento plano, en cada instante, siempre serdlgosncontrar un punt®) perte-
neciente a dicho cuerpo 0 a una extension rigitlandeno tal queen ese instante
tenga velocidad nula, en cuyo caso al vector vé#mtide cualquier otro punto del

cuerpo se lo puede expresar, en términos de sdeamaa vectorial respecto de di-
cho punto, que identificaremos commentro de velocidad nulaomo:

\78 = V_V X ?B/Q
La anterior nos permite interpretar el movimiengb clierpo como unitacion "pu-
ra" alrededor de un eje que pasa por dicho punto, m@tiv el que a menudo tam-
bién se lo suele identificar cono@ntro de rotacion instantanead sea que en ese
instante todo sucede como si el cuerpo estuvidraaao de solamente una rotacion
alrededor de un eje que pasa por el centro deidabaula, y por lo tanto, de acuer-
do con la anteriorl vector velocidad de cualquier otro punto delrpaeesera nece-
sariamente perpendicular a el vector posicion dehtp considerado, respecto del
centro de rotacién instantaneagn lo que si conocemos la direccion del vectto-ve
cidad de dos puntos del cuerpo, el centro de Ktaaistantanea se encontrara en la
interseccion de las rectas normales a los vect@lesidad indicados.

Ejemplo (6.4)

En el caso de la varilla considerada en el ejemplo
(6.3) y teniendo en cuenta que la direccion de los
vectores velocidad de sus extremos estan determir
das como consecuencia de los vinculos a que e
sometida la varilla, la posicion del centro de caia
instantanea puede obtenerse graficamente como
interseccion de las lineas perpendiculares a los me
cionados vectores velocidad de los puntos extremc
tal como se indica en la figura lateral.

Nuevamente, observando el diagrama vectorial qompafna a la figura se ve cla-
ramente que para el instante en consideraciondsi@osucediendo como si la varilla
estuviera animada de una rotacion "pura" alredddarn eje perpendicular al plano
del movimiento que pasa por el punto Q donde sedeptan las rectas perpendicula-
res a los vectores velocidad de los extremos dariba, mostrados en la figura.
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Ejemplo (6.5)

Considerando nuevamente el caso del cilindro toatad el
ejemplo (6.2), que se desplaza sin deslizamienboesona
superficie horizontal, es claro que en esta sifumta condi-
cion de no deslizamiento determina fisicament@uako de
contacto con la superficie horizontal como cengaaacion
instantanea o de velocidad nula.

Como puede apreciarse en el diagrama vectoriaratwsen la figura lateral, para el
instante en consideracion todo esta sucediendo soerodicho instante, el cilindro
estuviera animada de una rotacion "pura” alredédam eje perpendicular a la hoja,
gue pasa por el punto de contacto con la supetfaieontal.

6.02 ECUACIONES DE MOVIMIENTO

A lo largo de los temas siguientes trataremos dedryuecuaciones que nos rela-
cionen el estado de movimiento de un cuerpo o magsamente los cambios que
observamos en su estado de movimiento, con lagasi€ue resultan de los meca-
nismos de interaccion a que se encuentra sometido.
Con este propésito consideraremos al cuerpo comieesa un sistema discreto de
cuerpos puntuales que satisfacen la condicion gided. Una vez alcanzadas las
expresiones finales, validas para un sistema disgeremos de llevarlas a formas
vélidas para un sistema rigido continuo mediangtitsgiones de los simbolos de
sumatorias por los de integracion sobre el voludedrtuerpo en consideracion y las
cantidades que identifican las masas de cada utes d®rticulas por diferenciales
de masa en funcion de la densidad y el correspotediéferencial de volumen, como
se indica a continuacion:

m, — dm=p(T)dt
>m; - [ p(F)dt

Asi, a partir de la expresion dada para la coomkenactorial del centro de masa de
un sistema discreto de cuerpos puntuales, queaimdis en primer término, resulta la

expresion que indicamos en segundo término, pazasel de un sistema rigido con-
tinuo:

T :Zmiﬁ T :J.T?p(_r)d-[
© m © [ p(P)dt

Vector Momento Angular.

Teniendo presente lo mencionado y tal como lo atielamos en el péarrafo inicial,
comenzaremos buscando una forma conveniente parasex al vector momento
angular de un sistema rigido de cuerpos puntualpartir de las conclusiones obte-
nidas en el capitulo anterior, segun las cuales resignitud, calculada respecto del
origen de un sistema de referencia (xyz) o respgetan punto (A) cualquiera no
coincidente con dicho origen, venia dada en cadadenos casos como se indica a
continuacion:

L =T, xmv,+L,
LA = c/Axmvc+Lc

Donde a la componente respecto del centro de noaars expresarla como:

6.174



Ochoa - Castafio
Sistemas Rigidos en Movimiento Plano

L. =2 Txmyv;
O bien, como:
L. =2 Txmy,

Por tratarse de un sistema rigido y teniendo entau@.1), el vector velocidad de
cada una de las particulas considerado en la ca@nimtrinseca puede expresarse
en término del vector velocidad del centro de nyasel vector velocidad angular del
cuerpo, como:

Vi =V, +WXT'
Donde la coordenada vectorial de cada una de fdsylas esta determinada respec-

to del centro de masa del sistema, con lo que Hagpoaente intrinseca del vector
momento angular resulta:

S o N L
Lo =2 Fxm; (Ve +WxT)
Teniendo en cuenta que:
> mi =0
De la anterior resulta:
o L
Lo =2 mF'x (W xT)
Que luego de desarrollar el producto vectorialdripobviando el indice superior de
la coordenada vectorial para simplificar la notacitos queda expresada como:

— _ N 2 N -

[o =3 mi|we? -7 (w )]
Donde recordemos que la coordenada vectorial de padicula estd determinada
respecto del centro de masa del sistema.

Sistema Rigido Animado de un Movimiento Plano.
Suponiendo al cuerpo animado de un movimiento pjanc
evaluando las componentes de la anterior segltirkes
ciones (xyz) de un sistema de ejes ortogonaledasaial ¥
cuerpo con origen en su centro de mas&éntado de
manera que el plano del movimiento coincida coplal
no (xy), como se sugiere en la figura lateral, ettor | X
velocidad angular del cuerpo queda expresado como:
W =w K
Entonces, las componentes del vector momento angnlaonsideracion, segun las
direcciones solidarias indicadas, nos quedan eaxgasscomo:

- 2 2 2 ) = H )
Lc—Eﬁmkxi+yi+a)wk-(m1+w1+akWWH
Que luego de ordenar segun las direcciones destdsnes unitarios nos queda:

LC—PEFWKAN”+P§HWMANU+EﬁmWi+WﬂWk
Siendo importante destacar que, los corchetesidodien cada una de las compo-
nentes dependen Unicamente de las coordenadadalaraade las particulas respec-
to de las direcciones del sistema solidario, cagearen el centro de masa, 0 sea
dependen de como esta distribuida la materia resgedas direcciones del mencio-

nado sistema, resultando entonces que los misnmosn&ariantes temporaleg por
lo tanto independientes del estado del movimiert@derpo en consideracion.
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Suponiendo ahora qued plano del movimiento es un plano de simetrigea que la
materia esta igualmente distribuida en ambos ldéadicho plano, como se sugiere
en la figura siguiente, y teniendo en cuenta qu&aexpresion anterior hemos su-
puesto orientados los ejes del sistema solidarimalgera que el plano (xy) coincide
con el del movimiento, entonces las sumatorias dgenden linealmente de las
coordenadas se anularan como consecuencia de esndéegia de la coordenada (z),
con lo que la componente intrinseca del vector nmbonangular queda expresada
como:

|:c:[Zmi(><i2+yi2)J\NR

Resultando asi un vector paralelo al vector quactariza la rotacion del cuerpo,
esto es, paralelo al vector velocidad angular galiimente relacionado con éste a
través del término escalar:

le :Zmi(xiz"'Yiz)

Que en adelante identificaremos coiMomento de Inercialel

cuerpo respecto de un eje paralelo al eje de Gotacique pasa | 4 »p.
por el centro de masa del cuerpo, que en esteyctsuendo en | W L m;
cuenta como hemos orientado los ejes del sistefitamso, coin- zi vy,
cide con el eje (z) de dicho sistema, resultandmmtante obser- %,

var que dicha magnitud tiene en cuenta como estéhdiida la : S
materia respecto de un eje paralelo al eje deiémtgmsante por v rﬁ‘ :
el centro de masa del sistema. i

Lo indicado anteriormente, teniendo en cuanto aajdactor que multiplica a cada

una de las masas involucradas no es otra cosd quadrado de su distancia a dicho
eje, como se muestra en la figura anterior, dohgdéaao del movimiento lo hemos

dibujado perpendicular al plano de la hoja. Cogue el momento de inercia puede
expresarse como:

— 2

IC_Z:miDi
Donde:

2 _ 2 2

D" =X +yi

Teniendo en cuenta lo desarrollado, la componatitengseca del vector momento
angular correspondiente a un sistema rigido anindedon movimiento plano y tal
gueel plano del movimiento es un plano de simetjieeda expresada como:

Donde el momento de inercia, en el caso de unnsstiiscreto viene dado por la

expresion obtenida recientemente, que para eldmso sistema continuo y teniendo
en cuenta lo mencionado al iniciar el tema, noslg@xpresado como:

o = [ (x* +y?) p(xyz)dr

Con lo que, el momento angular respecto del ordgdrsistema de referencia o res-
pecto de un punto cualquiera, quedaran expresadpsativamente, como:

L=T.xmv;+I W Lo =T aXmv, +1.W
Donde de ahora en mas a la componente intrinsecagcdbnoceremos como compo-
nente asociada con la rotacién del cuerpo 0 masimo@ente como componente de
"spin”, por estar esta directamente vinculada con el vesttwcidad angular del
mismo.
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Trataremos ahora de obtener una expresion paectinmomento angular calcula-
do respecto de un punfeerteneciente al cuerpo o a una extension rigelancsmo
gue durante el intervalo de tiempo de intgrésnanece fijal sistema de referencia
(XYZ) respecto del que pretendemos describir elimm@nto, como se sugiere en la
figura siguiente, en cuyo caso y teniendo en cusmtdefinicion, vendra expresado
por:
Lo =2 xmy

Donde, como se indica en la figura la coordenad#ove
rial estd determinada respecto del punto fijo yspugue
el punto respecto del cual se toma el momento et Y
al cuerpo o a una extension rigida del mismo y fgstal
sistema de referencia fundamental, el vector vatatide i O

cada una de las particulas puede expresarse emdérm
de su coordenada vectorial respecto de dicho mamm: Z

Vi =WXxF
Con lo que el momento angular del cuerpo determinas
respecto del punto fijo nos queda:

Lo =D miT X(WxT)
Que luego de desarrollar el producto vectorialdrjpue-
de expresarse como:

Lg :Zmi[W r’ ‘ﬁ(WD‘?)]
Que como podemos ver es formalmente igual a laesigr (6.3) obtenida para la
componente intrinseca del vector momento anguter J& Unica salvedad de que en
aquella oportunidad la coordenada vectorial a denar estaba determinada respecto
del centro de masa del sistema, en cambio en astedicha coordenada esta deter-
minada respecto del punto fijo perteneciente atprue a una extension rigida del
mismo, como se sugiere en la figura anterior.

Teniendo en cuenta lo mencionado es claro que geren forma analoga a como
lo hicieramos anteriormente, y evaluando las coraptas del vector segun las di-
recciones de umistema solidario al cuerpo con origen en el pulijty como se su-

giere en la figura anterior y considerando un sigteigido animado de un movi-
miento plano tal que el plano del movimiento seglamo de simetria, obtendremos

para el vector momento angular respecto del pujotauha expresion como la que se
indica a continuacion:

Lo =loW
Donde ahora el momento de inercia a considera, adtulado respecto de un eje

paralelo al eje de rotacidén que pasa por el pujaty fjue por lo tanto, tiene en cuen-
ta la distribucién de materia respecto de dicho eje

lo = [,(x* +y*) pxyz)ci

Ecuaciones de Movimiento.

Nos proponemos ahora obtener ecuaciones que ramsoredn los cambios en el es-
tado de movimiento de un sistema rigido, con laszfas de interaccion a la que se
encuentra sometido.
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Una de las ecuaciones de referencia es sin ludadas aquella que nos relaciona el
vector aceleracion del centro de masa de un sistemda resultante de las fuerzas
de interaccidn a que se encuentra sometido coesilsiiera aplicada en dicho punto
y como si la totalidad de la masa estuviera conadaten él.

F=ma,
Ecuacién vectorial gue una vez evaluada en compesi&ios proporcionara en gene-
ral, tres ecuaciones escalares, indudablementéaiesiies para describir el compor-
tamiento de un sistema rigido si tenemos en cuprdan general dicho sistema sera
un sistema con seis grados de libertad, pero quiegar a dudas sera de utilidad en
el tratamiento de nuestros problemas y que entésrdel vector cantidad de movi-
miento podemos expresar:
_ dP .
F= at P=mv,
XYZ
Teniendo en cuenta que frecuentemente las magaitodelucradas en el tratamien-
to de nuestros problemas y en particular el vecantidad de movimiento, estaran
evaluadas en componentes segun las direccione¥ deyrnn sistema solidario al
cuerpo con origen en el centro de masa, la anteuede en ese caso emplearse en la
forma:
. dP .
F=— +wxP
dt
Xyz

Con el propodsito de obtener una segunda ecuaciémogianiento que nos relacione
los cambios en el estado de movimiento de un cuespdas fuerzas de interaccion
tengamos en cuenta que atendiendo las conclusadrtesidas en el capitulo ante-
rior, el vector momento angular de un sistema tadlmurespecto de un punto arbitra-
rio (A) estaba relacionado con el momento que,e@spde dicho punto, generaban
las fuerzas externas, mediante:

M, :—d'&t’* +V, XMV,
XYZ

Donde recordemos que el sistema de referencia (XM&lle el que se determinan
las variaciones temporales debera ser un sistesnaiahy de donde resulta que si los
momentos se calculan respecto del centro de masauy® caso el segundo término
de la derecha incluye el producto de vectores @asglo respecto de un punto fijo al
mencionado sistema inercial (en cuyo caso se &wiaocidad del punto A, inclui-
da en el segundo término) nos quedan las formasemadlla, que se indican a con-
tinuacion:

w, =k
dt XYZ

dL,

dt
XYZ

Teniendo en cuenta que en general el vector monaggfolar estara evaluado segun
las direcciones de un sistema (xgolidario al cuerpo con origen en el centro de
masa o en un punto fijo, segun convenga a la situan consideracion, las anterio-
res pueden expresarse como:

Mg =
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~do . _dl .
M.=—% +wxL, MQ:—Q +WxLg
dt dt
Xyz Xyz
Considerando ahora el caso de un sistema ragitnado de un movimiento plano,
tal que el plano del movimiento es paralelo a uanpl de simetriay teniendo en
cuenta en las anteriores las expresiones obtep@i@sel vector momento angular
calculado respecto de cada uno de los puntos eidevacion, resulta:
o dw - - o dw

Xyz Xyz
Puesto que los momentos de inercia son invaridaesorales y que en ambos casos
los segundos términos son nulos por tratarse @elupto de vectores paralelos, de
las anteriores obtenemos:

MCZICW I\_/]Q:IQ\TV

Que en adelante indicaremos como:

M¢ =1.0 M Q™ IQG

Expresiones que nos relacionan los cambios tengsoodiservados, desde el sistema
inercial, en el estado de rotacion de un cuerp@cterizados por su vector acelera-
cion angular @), con los momentos que las fuerzas externas gemespecto del
punto C o Q) en consideracion.

Con respecto a lo mencionado anteriormente resutteesante destacar que las va-
riaciones temporales observadas en el estado @agdotde un cuerpo, desde el sis-
tema inercial o desde el sistema solidario, soraldad coincidentes, puesto que:

aw dw o aw dw
N = + W XW N =

dt XYZ dt Xyz dt XYZ dt Xyz

Finalmente teniendo en cuenta las conclusionesinlate y las alcanzadas en el capi-
tulo anterior, resulta que el momento generadolg®fuerzas externas respecto de
un punto cualquiera estara relacionado con los wmmMbmporales observados en el
estado de rotacion de un cuerpo mediante:

IVIA = Tc/A X mac + Ica
Que indudablemente podemos expresar como:
Ma =T a xF+I1c0

WX QW
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