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2.06 INTERACCION CON UN MEDIO VISCOSO.

Otra fuerza con caracteristicas disipativas, ahligue el rozamiento dinamico,
es la que resulta de la interaccion entre un cugrpo medio viscoso o bien como
consecuencia de la interaccion entre dos superficiando media entre ellas un lubri-
cante.

En estas condiciones la interaccion dara lugareezés cuyo sentido se opone al del
movimiento y que de diferentes maneras, dependda delocidad del cuerpo como
se indica en la expresion siguiente.

E =—f(v)Y
Y
Donde f (v) es una funcion escalar del modulo @eltar velocidad, que en general
dependera, entre otras cosas, de la viscosidachellib y de parametros vinculados
con la geometria del problema.
En particular cuando una esfera de pequefio diametdesplaza en un medio viscoso
se vera sometida a una fuerza como la que se iadioatinuacion:

F, =-k,V
Donde para la situacion indicada,)(ks una constante que depende de la viscosidad,
de la densidad del medio y de las dimensiones dsféaa empleada.
Asi, al considerar la caida de un cuerpo en unangslcoso, la fuerza a la que se vera
sometido el cuerpo como resultado de su interacodinel medio dara lugar a una
aceleracién en la direccién vertical y en sentigoesto al movimiento, dada por:
y=b-cy
Donde la constante (b) esta asociada con el empufequimides a que se ve someti-
do el cuerpo por estar sumergido en un fluido goliastante (c) con la viscosidad del
medio y la geometria del problema, con lo que datarior resulta:

d .
—y' = dt
b-cy
De donde, luego de integrar entre limites compegilgl suponiendo nula la velocidad
en el instante inicial, de la anterior obtenemos:

b -cy
In| 2= | = —ct
b
Con lo que la velocidad variara con el tiempo segun
._b _
y=— (1— e Ct)
C
Cuya grafica cualitativa se muestra en la figl]
. ¥y
lateral, donde puede observare que la velocidad
cuerpo tendera exponencialmente a un valor me b
mo dado por: ¢
- b
max —
C t

Siendo interesante destacar que, estrictamenteecmsitara un tiempo infinito para

alcanzar dicho valor.

Mediante la simulacion a la que puede acceder tgeda el archiveAmortiguado.htm

incluido en la carpeta del mismo nombre, podra mlasdas variaciones temporales
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en la velocidad de una pequefa esfera que se ajadesde el reposo en un medio
Viscoso, para diferentes valores de la mencionadmitud.

2.07 OSCILACIONES AMORTIGUADAS.

Consideraremos a continuacion el caso de un cissnpetido a una fuerza elas-
tica, resultante de su interaccion con un muekeuya fuerza del tipo viscosa, direc-
tamente proporcional a su velocidad, como consetaiele su interaccion con algun
mecanismo que la proporciona, como el sugerida éigura, siendo ésta un diagrama
muy simplificado de lo que podria ser el sistemamertiguacion de un automovil.

Suponiendo que el sistema se aparta de su posleiéquilibrio y se lo deja en liber-
tad, se vera sometido a un conjunto de fuerzasragecomo las indicadas en el dia-
grama siguiente, que resultan de la interacciénetanuelle, con la superficie hori-
zontal, que suponemos libre de rozamiento, cometiguador y con el campo gravi-
tatorio, con lo que la ecuacion de Newton paraetro de masa del cuerpo queda:

F +R+N+mg=ma
Evaluando las componentes segun las direccionesndsistema | F, F
cartesiano como el considerado las oscilacionesslibla fuerza | *

viscosa y la fuerza elastica a la que se vera stonek cuerpo po- L =
dran ser expresadas como:

R, =-kxXi F=-kxi

Con lo que de la componente horizontal de la ebnagdé Newton para el centro de
masa del cuerpo, obtenemos la siguiente ecuadémrexcial.

-k X —KkeXx =mx
Dividiendo por la masa y definiendo la constantaertiguacién como:

A= &
2m
Y la frecuencia naturaldel sistema, como la frecuencia con la que osaildicho

sistema en ausencia de la fuerza viscosa:
Kk
w2=2¢
m
La ecuacion diferencial nos queda expresada como:
X+ 20X +W2X =0
Proponiendo nuevamente una solucion del tipo expoale
x(t) = Ce™
Y reemplazando la funcidén propuesta y sus derivéelaporales en la ecuacion dife-
rencial, resulta que la constante (C) podréa tornatquier valor siempre que la cons-
tante (g) sea una solucién de la ecuacioén algebraic
g+ 2 \g+w2 =0
De donde resulta que los valores posibles parafecionada constante seran:
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q=-At N\ -w?

Por lo tanto, la solucion general de nuestra ednadiferencial vendra expresada co-
mo una combinacion lineal de las soluciones pddies, que se obtienen al conside-
rar cada una de las raices resultantes de la @xpasterior, con lo que las caracteris-
ticas del movimiento dependeran fuertemente deléion que exista entre las cons-
tantes que caracterizan el sistema, resultand@ssituaciones particulares que se
detallan a continuacion.

Movimiento Oscilatorio Amortiguado.

Resulta de suponer un cierto predominio de la fuelastica sobre la fuerza disipativa
y corresponde al caso en el que la constante ddigoazion es inferior a la frecuen-
cia natural del sistema, o sea cuando:

A<w, Ok, <2/mk,

Con lo que, las raices de la ecuacion cuadratiedgruexpresarse como:

q=-Atiyw? -\

Que en términos de una nueva constante podemasiratimo:

g=-AziQ  Donde: Q:W

Con lo que la solucién general de nuestra ecuatif@nencial, para la situacion en
consideracion, nos queda expresada como:

X(t) = oM [Cle'm + Cze_'QtJ
Comparando la funcién encerrada entre corchetetacamiucién general que obtuvié-
ramos en el caso oscilatorio tratado anteriormergelaro que operando de la misma
manera con dicha funcioén, la solucion de nuesttm@dén diferencial actual, puede
expresarse en término de dos nuevas constanteslepeaderan de las condiciones
iniciales, como:

x(t) = Ae M senQt +8)

Resultando asi un movimiento oscilatorio, con waauencia menor que la natural del
sistema y con una amplitud que decae exponenci&neen el tiempo como se mues-
tra cualitativamente en la figura siguiente, queadalante reconoceremos como mo-
vimiento oscilatorio amortiguado, cuyo periodo wéndiado por:

T = 21 <

w/wf =%

Obviamente mayor que el correspondiente
caso libre de amortiguamiento considera
en el tema anterior, siendo oportuno obser
que la solucién obtenida en dicha oportul
dad es en realidad un caso particular de
lograda recientemente.

Movimiento Sobre Amortiguado.
Corresponde al caso en que predomina el amortigudonsobre la fuerza de restaura-
cion elastica, o sea cuando:
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A>w, O k,>2/mkg

En cuyo caso, las raices de la ecuacion cuadr&stdtaran reales, distintas y ambas
negativas, como lo podemos observar al expresseam se indica a continuacion:

a=-ph-w) y ap=-ph-N2-w?

Con lo que la solucion general quedara expresaaa:co
t t

x(t) = C,e%" + C, e
Teniendo en cuenta que los exponentes son ambos
negativos, resulta un movimiento no oscilatorio
fuertemente amortiguado como se sugiere en Iaa‘lguf
lateral, donde hemos supuesto que en el instante |
cial el cuerpo se deja en libertad con una velatida

tal que durante un pequefio intervalo de tiempo-gen
ra un incremento en la deformacion del muelle. 00 Gz o4 05 P8 1 12 14

Movimiento con Amortiguacion Critica.
Corresponde a la situacion que resta por tratseaacuando:

En cuyo caso las raices de la ecuacion cuadrdticeeales e iguales:

Oy =0z =—A
Situacién en la que puede verificarse por simpgtitsicion, que otra solucion particu-
lar de nuestra ecuacién diferencial viene dada por:

x(t) = Cte ™

Con lo que la solucmn general puede expresarse :com

x(t) = Cle '+C, te™?
Resultando para las situaciones consideradas
gréficas temporales cualitativas como las que
se muestran en la figura que lateral y como una
adecuada ilustracion del tema considerado se 0% 0% 66 o8 T—=x 1%
recomienda la simulaciohmortiguadas. \/d

2.08 OSCILACIONES FORZADAS SENOIDALMENTE.

Consideraremos en esta oportunidad, un [
sistema como el tratado anteriormente en el —W— x
que ademas supondremos que el cuerpo esta  —t——o

sometido a una excitacion externa del tipo —————
senoidal, como se sugiere en la figura lateral.

En este caso, la componente horizontal de la ebuald New-

ton para el centro de masa del cuerpo resulta:

X + 20X + w2x =f_ senfwt) Fe———

Donde: F F,

)\ = kV W2 _ & .I: — Fo ) ~ )
2m  m  m ™
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Para una situacién como ésta, puede demostrarsia goéucion general de la ecua-
cion diferencial, claramente no homogénea, sesobtcomo la suma de la solucion
general de la homogénea, mas una solucion partidel® no homogénea, esto es:

X(t) = Xp (1) +Xxp(t)
Donde la solucion de la homogénea, es la obtemidd 'ma anterior.

x(t) = Ae MsenQt + )
Como solucion particular de nuestra ecuacion difded propondremos una funcién
como la que se indica a continuacion:

Xp(t) = B;senfvt) + B, coswt)
Donde la frecuencia coincide con la frecuenciaxagtacion y donde los coeficientes
deberan ser determinados para garantizar que ¢&fupropuesta sea efectivamente
una solucién de la ecuacion diferencial originain@ste propdsito deberemos reem-

plazar en dicha ecuacion, la funcién y sus derisaelaporales, con lo que y luego de
operar algebraicamente, obtenemos que los codfsieieberan ser tales que:

[Bl(wf - W2) +B,2\w —fOJsen(Jvt) + |.8127\W + BZ(WE - Wz)Jcos@vt) =0

Puesto que la anterior debera ser valida en tatarite, es claro que los factores que
multiplican a las funciones trigpnométricas deberdunlarse, con lo que los coeficien-
tes (By B,) deberén ser solucién del sistema de ecuaciones.

B, (W? —w?) +B,2A\w =1,
B,2AW + B, (wZ —w?) =0

De donde resulta:

_ fwf-w?)
B, = 2 2 2
(W —w?) + (2Aw)
5 2f Aw

2 =

(W2 = w?) + (2Aw)?
Teniendo en cuenta ahora que, la solucion partiquade ser expresada en término
de dos nuevas constantes (Bjpy, €omo se indica a continuacion.

Xp(t) = Bsent +¢)

Donde las nuevas constantes estan relacionaddascanteriores mediante:
2 _p2 2
B* =B? +B5

Y donde el angulog) es el desfasaje entre la excitacion y la solucién péatiguo-
puesta, con lo que, luego de tener en cuenta las exprekigraafas para la constantes
anteriores en término de los parametros originales, est@as constantes nos quedan
expresadas en término de dichas magnitudes, como:
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B= E
V(W2 - w?) + (2aw)>2
90=— s
WS —w

Por lo tanto, la solucion general de nuestra ednadiferencial, suma de la corres-
pondiente a la homogénea mas la particular recremite obtenida, vendra dada por:

x(t) = Ae M senQ t + 3) + Bsenvt + @)

Resultando entonces la superposicion de una oscilaon amplitud constante (B) y
frecuencia coincidente con la de excitacion quelyrara en el tiempo, mas una fun-
cion gue se amortigua con el tiempo, que en adeldantificaremos comestaciona-
ria y transitoria, respectivamente. Finalizado el mencionado estaftsitorio, que
notemos estara fuertemente relacionado con la mmacion involucrada, el sistema
alcanza el estado estacionario, que responde asgilacion con amplitud constante y
con una frecuencia coincidente con la de excita¢airque la posicién de la particula
variara con el tiempo segun:

X(t) = Bsenwt + ()
Resulta interesante observar quetaplitud del estado estacionario, dependera fuer-
temente de la relacion existente entre la frecaenaiural del sistema y la frecuencia

de excitacion, obteniéndose amplitudes muy imptetacuando la frecuencia de la
excitacion es coincidente con la frecuencia natlgbkistema, en cuyo caso:

_ f.
2A\W
Y el desfasaje entre la excitacion del sistemargdpuesta del mismo, por:
0= IL
2

Situacion que en adelante identificaremos como
Resonancia, siendo importante observar que €
dicho estado, el valor de la amplitud resultante ¢
penderd inversamente de la constante de amortic
cion, tendiendo a infinito si dicha constante teelad
la nulidad.

La figura lateral muestra graficas cualitativaslale
amplitud en el estado estacionario en funcién de
relacion entre la frecuencia de excitacion y la fr
cuencia natural del sistema, para diferentes v&lo
de la constante de amortiguacion. . 1 2 3 Wiwg
Finalmente y como interesantes ilustraciones deatse recomiendan las simulacio-
nesForzadas-1, Forzadas-2 el videoResonancia.

2.09 OSCILACIONES DE SISTEMAS CON DOS GRADOS DE LIBERTAD.
Consideraremos a continuacion las caracteristiedasioscilaciones de un sis-
tema con dos grados de libertad como el sugerida &gura siguiente, donde supo-
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nemos que ambos cuerpos tienen igual masa, eteeacoplamiento una constante
(k) y la misma constante elastica para los restatesales.

X X
m;=m, =m I ky -‘k -zk; I
k; =k, =k,
Con el propésito de plantear las ecuaciones demiento, supongamos que aparta-
mos al sistema de su posicion de equilibrio y james en libertad desde un punto en
el que ambas coordenadas son positivas y talemguanera es mayor que la segun-

da, en cuyo caso la ecuacion de movimiento patargto de masa de cada uno de los
cuerpos vendra dada por:

le = _koxl - k(Xl - X2)

mXZ - _koXZ + k(Xl - X2)
Sistema de ecuaciones diferenciales acopladaqupae expresarse como:

[e]

m

K
X1 +—X;+— (X7 —X,) =0
1+ EXg (X = %)

o

k
X2 =— (X3 =X3) =0
m m
Proponiendo soluciones del tipo:

X1 = C;senpt+a)

X, =C,senpt+a)
Reemplazando en las ecuaciones diferenciales yaiperalgebraicamente, obtene-
mos que las constantes involucradas deberan serqaé:

(— p2 + ko +EJC1_EC2 :O
m m m

k k, Kk
~—Cp+|-p*+-=+—[C, =0
m m m

Que tendra solucién distinta de la trivial si el deteanie de sus coeficientes es nulo:

k.,  k K

o + _ —_

m m m =0
K ok, Kk

— —-p°+ + —
m m m
De donde resulta que el parametro (p) podra toosavdlores:

p =JF: y
! m

Que en adelante identificaremos cofrecuencias fundamentalelss que como ve-
remos estaran asociadas con diferentes modos ilacast que identificaremos co-
mo modos fundamentales.

Xo +

_p2+
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Teniendo en cuenta la primera solucion en cualguier las ecuaciones algebraicas,
resulta que ambas constantes deberan ser igualek) que las soluciones de nuestro
sistema de ecuaciones diferenciales se puede axg@sO:

X1 =Asenpt+a)

X, =Asenp;t +a)
En cuyo caso, ambos cuerpos oscilaran en fase jaaoisma amplitud, con lo que,
en este modo, el resorte de acoplamiento no ieteeven el movimiento, se comporta
como si se tratara de una varilla rigida.
Teniendo en cuenta la segunda solucién en cuatgderdas ecuaciones algebraicas
resulta que las constantes deberan ser igualesipesigno opuesto, con lo que:

X1 = Asenp,t+a)

X, =—=Asenp,t +a)
En cuyo caso, ambos cuerpos oscilaran con la misoaencia y amplitud pero des-
fasados en (18Dde manera que se mueven en sentido opuestoenbalel resorte
de acoplamiento permanece fijo, como si este pestioviera rigidamente vinculado a
una pared, como se sugiere en la figura siguientamo lo podra apreciar en la simu-
lacion a la que puede acceder ejecutando el aré&uweplados.htnincluido en la car-
peta del mismo nombre, donde dejando en libertatsema con amplitudes iguales,
podra observar las caracteristicas con las quéacsciel modo lento y dejando en
libertad al sistema con amplitudes iguales pergigeo opuesto, podra observar las
caracteristicas del segundo modo.

I k -1_' . | -1_' *2 k, I

En general y dependiendo de las condiciones ieijal movimiento de cada uno de
los cuerpos quedara descripto por una combinagiéallde ambas soluciones, y en
particular si suponemos que el sistema se dejdemdd a partir de una configuracion
en la que ambas masas estan en reposo con posidistiatas a las indicadas ante-
riormente, resulta:

X1 + X X1~ X
X, = —012 02 cos@1t+0()+—°12 92 cosp,t +a)

modo lento

modo rapido

Xgq + X Xgq — X
Xq = %cos(olt +0a) —%cos(ozt +0a)

Suponiendo que en el instante inicial la coorderdglasegundo cuerpo es nula, y
teniendo en cuenta las relaciones trigonomeétrieas la suma y diferencia de cosenos
con diferentes argumentos, de las anteriores genelque en estas condiciones:

X1 = Xg 08P P21 E:OSszzt

X = xmsen@t&enLZpZt

Cuyas graficas temporales se muestran en las $igigaientes, donde puede obser-
varse que cada cuerpo oscila con amgplitud moduladgor una seial de menor fre-

cuencia, y que existe un constante intercambion#gggéa entre los elementos que
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intervienen en el sistema, tal como lo podra aprexbn toda claridad en la simula-
cion indicada anteriormente, dejando al sistemébentad con las condiciones inicia-
les establecidas para obtener la solucion anterior.

Péndulos Acoplados.
La figura lateral nos muestra un sistema como el ¢
hemos considerado, formado por dos péndulos acoy
dos mediante un muelle, en donde los muelles laterf
no existen.

Las imagenes laterales c«
rresponden a dos instante
diferentes cuando el siste
ma oscila en ahodo lento.

Mientras que estas otras imz
genes corresponden a dc
instantes diferentes cuand
oscila en emodo rapido.

Tal como lo podra apreciar en el viddocopladosque se recomienda ejecutar y de
donde fueron extraidas las imagenes anteriores.
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