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6.01 SISTEMA RÍGIDO 
A lo largo de este capítulo trataremos de obtener expresiones que nos permitan 

describir el movimiento de los diferentes puntos de un sistema rígido, entendiendo 
como tal a un sistema formado por un conjunto discreto o continuo de cuerpos pun-
tuales tales que la distancia entre los mismos permanece constante en el tiempo. 
Siendo destacable que hemos requerido la invariancia temporal de la distancia entre 
dos puntos cualquiera, no, la invariancia temporal del vector posición de uno de ellos 
respecto del restante. 
Con el propósito mencionado, recordemos que al considerar sistemas de referencia 
con movimiento relativo obtuvimos que los vectores velocidad y aceleración de una 
partícula determinados respecto de los sistemas involucrados estaban relacionados 
mediante las expresiones. 

rwVvv XYZxyzXYZ
rrrrr ×++=

 

rwvw2rwwAaa xyzXYZxyzXYZ
r

&rrrrrrrrr ×+×+××++=
 

 

Campo de Velocidades y Aceleraciones. 
Consideremos a continuación un sistema rígido o "cuerpo rígido" como lo designa-
remos frecuentemente y un sistema de referencia (XYZ), que en adelante identifica-
remos como fundamental, respecto del que pretendemos describir el movimiento de 
los diferentes puntos del cuerpo. 
 
Con el propósito indicado, pensemos en un nuevo sistema 
de referencia (xyz), que en adelante reconoceremos como 
sistema de referencia auxiliar, con origen en un punto (A) 
cualquiera, perteneciente al cuerpo o a una extensión rígi-
da e imaginaria del mismo, como se sugiere en la figura 
lateral, cuyo estado de movimiento suponemos conocido.  
Teniendo en cuenta la expresión que nos relaciona los vectores velocidad de una  
partícula respecto de sistemas de referencia con movimiento relativo y designando 
con (Ω) al vector que nos caracteriza el estado de rotación del sistema auxiliar res-
pecto del fundamental, entonces al vector velocidad de un punto (B) cualquiera del 
cuerpo, podemos relacionarlo con el vector velocidad del punto (A) mencionado en 
el párrafo anterior, mediante: 

A/BXYZ/Axyz/BXYZ/B rvvv
rrrrr ×Ω++=

 

Suponiendo al sistema auxiliar solidario al cuerpo, esto es, rígidamente vinculado al 
mismo, es claro entonces que el vector que caracteriza la rotación del sistema coinci-
dirá con el que caracteriza la rotación del cuerpo y el vector velocidad del punto (B) 
respecto de dicho sistema será nulo, con lo que de la anterior resulta que los vectores 
velocidad de dos puntos cualquiera del cuerpo, respecto del sistema fundamental 
(XYZ), estarán relacionados mediante: 

A/BAB rwvv
rrrr ×+=  

 

6.1 

Donde (w) caracteriza el estado de rotación del cuerpo respecto del sistema de refe-
rencia fundamental y donde para simplificar la notación, hemos obviado el subíndice 
(XYZ) puesto que en la anterior, las velocidades están determinadas respecto de di-
cho sistema y por lo tanto no cabe posibilidad de confusión. 
Teniendo en cuenta la expresión recientemente obtenida es claro que, conociendo el 
estado de movimiento de un punto (A) cualquiera del cuerpo (o de una extensión 
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rígida del mismo) y el vector que caracteriza su rotación, mediante (6.1) estamos en 
condiciones de obtener expresiones para el vector velocidad de cualquier otro punto 
del sistema. En estos términos diremos que (6.1) nos define el campo de velocidades 
de los diferentes puntos del cuerpo. 
Resulta oportuno destacar que independientemente del número de partículas (finito o 
infinito) que integren nuestro sistema rígido,  la descripción del estado de movimien-
to de un punto cualquiera del mismo requerirá en general el conocimiento de dos 
magnitudes vectoriales, una para caracterizar el estado de movimiento de un punto 
(A) cualquiera del cuerpo, y la restante para caracterizar el estado de rotación del 
cuerpo, por lo que en general será necesario conocer tres funciones escalares del 
tiempo vinculadas con las componentes de la primer magnitud mas tres funciones 
escalares del tiempo destinadas a caracterizar las componentes de la segunda magni-
tud, con lo que, independiente del número de partículas que integren al sistema rígi-
do, siempre podremos pensarlo como un sistema con seis grados de libertad, en 
cuanto a que, de acuerdo con lo mencionado recientemente, este será el máximo nú-
mero de funciones linealmente independientes necesarias para describir el compor-
tamiento de cualquier punto del cuerpo. 
Análogamente, el vector aceleración de un punto (B) cualquiera, puede relacionarse 
con el vector aceleración de otro punto (A) cualquiera, perteneciente al cuerpo o a 
una extensión rígida del mismo, mediante: 

A/Bxyz/BA/BXYZ/Axyz/BXYZ/B rv2raaa
r&rrrrrrr ×Ω+×Ω+×Ω×Ω++=

 
De donde, luego de tener en cuenta que al sistema de referencia auxiliar lo supone-
mos solidario al cuerpo, con lo que, la velocidad angular de dicho sistema coincidirá 
con la del cuerpo y la aceleración y velocidad del punto (B) respecto del mencionado 
sistema será nula, de la anterior resulta: 

A/BA/BAB rwrwwaa
r&rrrrrr ×+××+=  

 

6.2 

Donde nuevamente y con el propósito de simplificar la notación, hemos obviado el 
subíndice (XYZ) en cuanto que las aceleraciones y velocidades involucradas están 
determinadas respecto del mencionado sistema de referencia y por lo tanto no existe 
posibilidad de confusión. 
 

Componentes Asociadas con la Traslación y Rotación del Cuerpo. 
En esta oportunidad pretendemos interpretar cada uno de los términos involucrados 
en las expresiones anteriores: 
 

Un primer aspecto que resulta conveniente destacar es que 
todos los puntos del eje de rotación de un cuerpo tienen en 
cada instante el mismo estado de movimiento, conclusión que 
es inmediata a partir de (6.1) ya que para dichos punto el se-
gundo término es nulo puesto que incluye el producto dos 
vectores paralelos como se sugiere en la figura lateral.  
 
Otro aspecto digno de mención es que de acuerdo con 
(6.1), al vector velocidad de un punto cualquiera del 
cuerpo siempre podremos pensarlo como la suma de 
dos componentes, una de ellas común a todos los pun-
tos y que por ese motivo la identificaremos como 
componente de traslación, mas una componente que 
depende del punto considerado, claramente vinculada   
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con la rotación del cuerpo como las indicadas en la figura anterior, donde hemos 
supuesto al cuerpo animado de una rotación horaria a lo largo de un eje perpendicular 
al plano de la hoja, pasante por (A) y donde con (VA) caracterizamos el estado de 
movimiento de dicho punto, claramente coincidente con el de los restantes puntos del 
eje de acuerdo con lo mencionado en el párrafo anterior. 
 

Teniendo en cuenta nuevamente (6.1) resulta sencillo verificar que todos los puntos 
pertenecientes a una recta paralela al eje de rotación tienen en cada instante el mismo 
estado de movimiento, como resulta del análisis formal que continua, con el apoyo 
de la figura lateral. 

A/BAB rwvv
rrrr ×+=  

C/BA/CAB rwrwvv
rrrrrr ×+×+=  

A/CAB rwvv
rrrr ×+=  

Por lo tanto: 

CB vv
rr =  

 

 
 

Considerando nuevamente un eje paralelo al eje de 
rotación, y dos puntos (C) y (B) perteneciente y no 
perteneciente a dicho eje, como se muestra en la figura 
lateral, teniendo en cuenta (6.1), al vector velocidad 
del punto (B) podemos relacionarlo con el vector velo-
cidad del punto (A), mediante: 

A/BAB rwvv
rrrr ×+=   

Que podemos expresar como: 

C/BA/CAB rwrwvv
rrrrrr ×+×+=  

De donde resulta: 

C/BCB rwvv
rrrr ×+=  

Comparando la última forma de expresar la velocidad del punto (B) con la forma 
inicial es claro que ésta última es justamente la que correspondería si el cuerpo estu-
viera rotando, con la misma velocidad angular, alrededor de un eje paralelo al eje de 
considerado inicialmente, pasante por el punto (C), de donde podemos concluir que, 
cualquier eje paralelo al eje de rotación puede ser considerado como eje de rotación 
para describir el movimiento de los diferentes puntos del cuerpo, con la condición de 
tener en cuenta la componente de traslación que corresponda al eje seleccionado. Por 
lo tanto es claro que existirán infinitas maneras de describir el estado de movimiento 
de los diferentes puntos de un cuerpo. 
 

Ejemplo (6.1) 
Considerando un cilindro cuyo centro de masa se desplaza con una velocidad cons-
tante y suponiendo que no existe deslizamiento sobre la superficie horizontal mostra-
da en la figura, ésta última condición nos garantiza que los puntos de la rueda en 
contacto con la superficie horizontal tendrán velocidad nula y puesto que el eje de 
rotación de la rueda será perpendicular al plano de la hoja, entonces los puntos en 
contacto con la superficie horizontal pueden ser considerados como parte del eje de 
rotación, con la interesante ventaja de que la velocidad de dichos puntos es nula, con 
lo que la velocidad de cualquier otro punto del cuerpo puede expresarse como: 

A/CC rwv
rrr ×=  
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A/BB rwv
rrr ×=  

En cambio pensando al cilindro animado de una 
rotación alrededor de un eje coincidente con su eje 
de simetría, la velocidad del punto periférico ven-
drá expresada por: 

C/BCB rwvv
rrrr ×+=   

La diferencia entre las dos formas seleccionadas para describir el movimiento de los 
puntos de la rueda radica en que en el último caso estamos pensando al movimiento 
de la rueda como una rotación alrededor de un eje coincidente con su eje de simetría 
superpuesta con una traslación caracterizada por el vector velocidad de los puntos de 
dicho eje. En cambio en el primer caso estamos pensando al cuerpo animado de una 
rotación "pura" caracterizada por el mismo vector velocidad angular, alrededor del 
eje definido por los puntos de contacto con la superficie horizontal. 
Considerando ahora la expresión (6.2), según la cual los vectores aceleración de dos 
puntos de un sistema rígido están relacionados mediante: 

A/BA/BAB rwrwwaa
r&rrrrrr ×+××+=  

El primer término en el miembro de la derecha deberá ser interpretado como una 
componente asociada con la traslación del eje de rotación y en cambio a los dos res-
tantes deberemos pensarlos vinculados con la rotación del cuerpo alrededor de dicho 
eje, como se sugiere en la figura siguiente, donde como en las oportunidades anterio-
res hemos supuesto al eje de rotación perpendicular a la hoja. 

 
Movimiento Plano. 
A lo largo de este capítulo nos limitaremos al tratamiento de situaciones en las que 
los cuerpo involucrados están animados de un movimiento plano, entendiendo que 
esta situación se da cuando la dirección del eje de rotación permanece constante y 
por lo tanto el vector aceleración angular, si existe, deberá ser tal que: 

w  w
r&r

 
Y el vector velocidad de los puntos pertenecientes al eje de rotación, si existe, deberá 
estar contenido en un plano perpendicular a dicho eje. 
Teniendo en cuenta que en (6.1), el término asociado con la rotación del cuerpo, es 
perpendicular al vector velocidad angular, y suponiendo dadas las condiciones ante-
riores es claro entonces que si el cuerpo está animado de un movimiento plano la 
totalidad de los vectores que caracterizan la velocidad de los diferentes puntos del 
cuerpo estarán contenidos en planos paralelos entre sí y perpendiculares al vector 
velocidad angular como se sugiere en la figura siguiente. 
Bajo estas condiciones, definiremos como plano 
del movimiento al plano perpendicular al eje de 
rotación que contiene el centro de masa del cuer-
po, siendo, generalmente, éste plano el que emplea-
remos en nuestras representaciones gráficas.  
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Ejemplo (6.2) 
Considerando nuevamente un cilindro que rueda sin deslizar a lo largo de una super-
ficie horizontal de manera que para el instante de interés su centro de masa se des-
plaza hacia la derecha con una aceleración constante como se indica en la figura si-
guiente y teniendo en cuenta que los puntos en contacto con la superficie horizontal 
tienen velocidad nula, la velocidad del centro de masa puede expresarse como: 

A/CC rwv
rrr ×=  

Evaluando la anterior según las direcciones de los 
vectores unitarios representados en la figura, obte-
nemos la ecuación escalar que se indica a continua-
ción, según la dirección del vector unitario i: 

wRvC =   
De donde: 

R

v
w C=

 
Derivando y teniendo en cuenta que se trata de un movimiento plano, resulta: 

R

v
w C&& =

 
Por lo tanto: 

k
R

a
w C

r
&r −=

 

Finalmente el vector aceleración de los puntos en contacto con la superficie horizon-
tal puede obtenerse teniendo en cuenta que de acuerdo con (6.2) la aceleración de 
dichos puntos estará relacionada con la del centro de masa mediante: 

C/AC/ACA rwrwwaa
r

&r
rrrrr ×+××+=  

Evaluando la anterior en componentes según las direcciones indicadas inicialmente 
en la figura y teniendo en cuenta la conclusión obtenida anteriormente para el vector 
aceleración angular, resulta que la aceleración del punto de contacto estará relaciona-
da con la velocidad angular del cilindro mediante: 

j Rwa 2
A

rr =  
 

Ejemplo (6.3) 
Consideremos a continuación el caso de una varilla 
rígida que apoyada sobre una pared vertical y una 
superficie horizontal, se desliza de manera que en el 
instante de interés, representado en la figura lateral, 
conocemos la velocidad con que se desplaza el punto 
en contacto con la superficie horizontal.  

Con el propósito de obtener una expresión para la velocidad angular de la varilla, 
cuya dirección debe ser perpendicular al plano de la hoja, tengamos en cuenta que el 
vector velocidad de los puntos extremos (A y B) están relacionados mediante: 

A/BAB rwvv
rrrr ×+=  

Evaluando la anterior según las direcciones caracterizadas por los vectores unitarios 
indicados en la figura y teniendo en cuenta que como consecuencia de los vínculos a 
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que está sometida la varilla, la dirección y sentido del vector velocidad del punto (B) 
deberá ser necesariamente el indicado, resulta: 

θ
=

cosH

v
w A

          θ
=

tg

v
v A

B
 

Suponiendo que la velocidad del punto en contacto con la superficie horizontal se 
mantiene constante, con lo que su vector aceleración será nulo, la aceleración del 
punto en contacto con la pared vertical puede expresarse como: 

A/BA/BB rwrwwa
r&rrrrr ×+××=  

Evaluando la anterior según las direcciones ortogonales indicadas en la figura, de la 
ecuación asociada con la componente horizontal resulta: 

θ= tgww 2
&

 
Y de la ecuación asociada con la componente vertical obtenemos: 

j
cos

Hw
a

2

B

rr

θ
−=

 
Teniendo en cuenta la expresión obtenida para la velocidad angular en función de la 
velocidad del punto de contacto con la superficie, de la anterior obtenemos que: 

j
cosH

v
a

3

2
A

B

rr

θ
−=

 
Se recomienda verificar que la expresión recientemente obtenida para la aceleración 
angular es coincidente con la que podemos obtener derivando la expresión alcanzada 
inicialmente para la velocidad angular. 
Finalmente y con el propósito de ejemplificar algunos aspectos discutidos en el tema 
anterior, notemos que al estado de movimiento de la varilla en cada instante lo po-
demos describir de diferentes maneras, una de las cuales sería como el de una rota-
ción alrededor de un eje perpendicular a la hoja y pasante por el punto (A) mas una 
traslación caracterizada por el vector velocidad de dicho punto, o bien como una 
rotación alrededor de un eje pasante por el punto (B) superpuesta con una traslación 
caracterizada  por el vector velocidad de dicho punto. 
 
Centro de Rotación Instantánea. 
Considerando un cuerpo animado de un movimiento plano, como los analizados en 
los ejemplos anteriores, el vector velocidad de dos puntos cualquiera (A y Q), perte-
necientes al cuerpo o a extensiones rígidas del mismo, estarán relacionados mediante 
una expresión del tipo: 

A/QAQ rwvv
rrrr ×+=

 
De donde, como lo demostraremos, en general y para cada instante, siempre podre-
mos encontrar un punto perteneciente al cuerpo o a una extensión rígida del mismo, 
tal que en dicho instante su velocidad sea nula, o sea un punto (Q) tal que su vector 
posición respecto de otro punto (A) arbitrario satisfaga la ecuación vectorial: 

0rwv A/QA =×+ rrr

 
Efectivamente, lo mencionado siempre será posible ya que evaluando la ecuación 
anterior según direcciones ortogonales coincidentes con el plano del movimiento, 
resultan las siguientes ecuaciones escalares: 
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0wxvj

0wyvi

y

x

=−→
=+→

 
Siendo (x e y) las componentes del vector posición del punto (Q) respecto del punto 
(A), según las direcciones ortogonales mencionadas anteriormente y donde para faci-
litar la notación hemos obviado los subíndices (Q/A) que debieran haberse incluido 
en las coordenadas del sistema indicado anteriormente. Luego de resolver el sistema 
de ecuaciones, resulta que cada una de las componentes del vector posición mencio-
nado en el párrafo anterior vendrán dadas por: 

w

v
x y=

          w

v
y x−=

 
Sistema que siempre tendrá solución a menos que el cuerpo este en reposo en cuyo 
caso carece de sentido preocuparnos por el tema o bien que el cuerpo este animado 
de una traslación, en cuyo caso el punto que satisface la condición indicadas estaría 
infinitamente lejos. 
Teniendo en cuenta lo mencionado es claro que si el cuerpo está animado de un mo-
vimiento plano, en cada instante, siempre será posible encontrar un punto (Q) perte-
neciente a dicho cuerpo o a una extensión rígida del mismo tal que en ese instante 
tenga velocidad nula, en cuyo caso al vector velocidad de cualquier otro punto del 
cuerpo se lo puede expresar, en términos de su coordenada vectorial respecto de di-
cho punto, que identificaremos como centro de velocidad nula, como: 

Q/BB rwv
rrr ×=

 
La anterior nos permite interpretar el movimiento del cuerpo como una rotación "pu-
ra" alrededor de un eje que pasa por dicho punto, motivo por el que a menudo tam-
bién se lo suele identificar como centro de rotación instantánea.  O sea que en ese 
instante todo sucede como si el cuerpo estuviera animado de solamente una rotación 
alrededor de un eje que pasa por el centro de velocidad nula, y por lo tanto, de acuer-
do con la anterior, el vector velocidad de cualquier otro punto del cuerpo será nece-
sariamente perpendicular a el vector posición del punto considerado, respecto del 
centro de rotación instantánea, con lo que si conocemos la dirección del vector velo-
cidad de dos puntos del cuerpo, el centro de rotación instantánea se encontrará en la 
intersección de las rectas normales a los vectores velocidad indicados. 
 
Ejemplo (6.4) 
En el caso de la varilla considerada en el ejemplo 
(6.3) y teniendo en cuenta que la dirección de los 
vectores velocidad de sus extremos están determina-
das como consecuencia de los vínculos a que está 
sometida la varilla, la posición del centro de rotación 
instantánea puede obtenerse gráficamente como la 
intersección de las líneas perpendiculares a los men-
cionados vectores velocidad de los puntos extremos, 
tal como se indica en la figura lateral. 

 

 

 
Nuevamente, observando el diagrama vectorial que acompaña a la figura se ve cla-
ramente que para el instante en consideración todo está sucediendo como si la varilla 
estuviera animada de una rotación "pura" alrededor de un eje perpendicular al plano 
del movimiento que pasa por el punto Q donde se interceptan las rectas perpendicula-
res a los vectores velocidad de los extremos de la varilla, mostrados en la figura. 
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Ejemplo (6.5) 
Considerando nuevamente el caso del cilindro tratado en el 
ejemplo (6.2), que se desplaza sin deslizamiento sobre una 
superficie horizontal, es claro que en esta situación la condi-
ción de no deslizamiento determina físicamente, al punto de 
contacto con la superficie horizontal como centro de rotación 
instantánea o de velocidad nula.  
Como puede apreciarse en el diagrama vectorial mostrado en la figura lateral, para el 
instante en consideración todo está sucediendo como si en dicho instante, el cilindro 
estuviera animada de una rotación "pura" alrededor de un eje perpendicular a la hoja, 
que pasa por el punto de contacto con la superficie horizontal. 
 
6.02 ECUACIONES DE MOVIMIENTO 

A lo largo de los temas siguientes trataremos de buscar ecuaciones que nos rela-
cionen el estado de movimiento de un cuerpo o mas precisamente los cambios que 
observamos en su estado de movimiento, con las fuerzas que resultan de los meca-
nismos de interacción a que se encuentra sometido. 
Con este propósito consideraremos al cuerpo como si fuera un sistema discreto de 
cuerpos puntuales que satisfacen la condición de rigidez. Una vez alcanzadas las 
expresiones fínales, válidas para un sistema discreto veremos de llevarlas a formas 
válidas para un sistema rígido continuo mediante sustituciones de los símbolos de 
sumatorias por los de integración sobre el volumen del cuerpo en consideración y las 
cantidades que identifican las masas de cada una de las partículas por diferenciales 
de masa en función de la densidad y el correspondiente diferencial de volumen, como 
se indica a continuación: 

τρ=→ d)r(dmmi
r

 

∫∑ τ τρ→ d)r(mi
r

 
Así, a partir de la expresión dada para la coordenada vectorial del centro de masa de 
un sistema discreto de cuerpos puntuales, que indicamos en primer término, resulta la 
expresión que indicamos en segundo término, para el caso de un sistema rígido con-
tinuo: 
 

m

rm
r ii
c

∑=
r

r

 ∫

∫

τ

τ
τρ
τρ

=
d)r(

d)r(r
rc r

rr
r

 
 
Vector Momento Angular. 
Teniendo presente lo mencionado y tal como lo adelantáramos en el párrafo inicial, 
comenzaremos buscando una forma conveniente para expresar al vector momento 
angular de un sistema rígido de cuerpos puntuales, a partir de las conclusiones obte-
nidas en el capítulo anterior, según las cuales esta magnitud, calculada respecto del 
origen de un sistema de referencia (xyz) o respecto de un punto (A) cualquiera no 
coincidente con dicho origen, venía dada en cada uno de los casos como se indica a 
continuación: 

ccc LvmrL
rrrr

+×=  

ccA/cA LvmrL
rrrr

+×=  

Donde a la componente respecto del centro de masa podemos expresarla como: 
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iiic vmrL ′×′=∑
rrr

 
O bien, como: 

iiic vmrL
rrr

×′=∑  
Por tratarse de un sistema rígido y teniendo en cuenta (6.1), el vector velocidad de 
cada una de las partículas considerado en la componente intrínseca puede expresarse 
en término del vector velocidad del centro de masa y del vector velocidad angular del 
cuerpo, como: 

ici rwvv ′×+= rrrr

 
Donde la coordenada vectorial de cada una de las partículas está determinada respec-
to del centro de masa del sistema, con lo que la componente intrínseca del vector 
momento angular resulta: 

)rwv(mrL iciic ′×+×′= ∑
rrrrr

 
Teniendo en cuenta que: 

0rm ii =′∑
r

 
De la anterior resulta: 

)rw(rmL iiic ′××′=∑
rrrr

 
Que luego de desarrollar el producto vectorial triple y obviando el índice superior de 
la coordenada vectorial para simplificar la notación, nos queda expresada como: 

[ ]∑ ⋅−= )rw(rr wmL ii
2
iic

rrrrr

 
Donde recordemos que la coordenada vectorial de cada partícula está determinada 
respecto del centro de masa del sistema. 
 

Sistema Rígido Animado de un Movimiento Plano. 
Suponiendo al cuerpo animado de un movimiento plano y 
evaluando las componentes de la anterior según las direc-
ciones (xyz) de un sistema de ejes ortogonales solidario al 
cuerpo con origen en su centro de masa, orientado de 
manera que el plano del movimiento coincida con el pla-
no (xy), como se sugiere en la figura lateral, el vector 
velocidad angular del cuerpo queda expresado como:  

k ww
rr =  

Entonces, las componentes del vector momento angular en consideración, según las 
direcciones solidarias indicadas, nos quedan expresadas como: 

[ ]∑ ++−++= iiii
2
i

2
i

2
iic wz)kzjyix(k w)zyx(mL

rrrrr

  
Que luego de ordenar según las direcciones de los vectores unitarios nos queda: 

[ ] [ ] [ ] kw)yx(mjwzymiwzxmL 2
i

2
iiiiiiiic

rrrr

∑∑∑ ++−+−=
 

Siendo importante destacar que, los corchetes incluidos en cada una de las compo-
nentes dependen únicamente de las coordenadas de cada una de las partículas respec-
to de las direcciones del sistema solidario, con origen en el centro de masa, o sea 
dependen de como está distribuida la materia respecto de las direcciones del mencio-
nado sistema, resultando entonces que los mismos son invariantes temporales y por 
lo tanto independientes del estado del movimiento del cuerpo en consideración. 
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Suponiendo ahora que el plano del movimiento es un plano de simetría o sea que la 
materia está igualmente distribuida en ambos lados de dicho plano, como se sugiere 
en la figura siguiente, y teniendo en cuenta que en la expresión anterior hemos su-
puesto orientados los ejes del sistema solidario de manera que el plano (xy) coincide 
con el del movimiento, entonces las sumatorias que dependen linealmente de las 
coordenadas se anularán como consecuencia de su dependencia de la coordenada (z), 
con lo que la componente intrínseca del vector momento angular queda expresada 
como: 

[ ] k w)yx(mL 2
i

2
iic

rr

∑ +=
 

Resultando así un vector paralelo al vector que caracteriza la rotación del cuerpo, 
esto es, paralelo al vector velocidad angular y directamente relacionado con éste a 
través del término escalar: 

∑ += )yx(mI 2
i

2
iic  

Que en adelante identificaremos como Momento de Inercia del 
cuerpo respecto de un eje paralelo al eje de rotación y que pasa 
por el centro de masa del cuerpo, que en este caso y teniendo en 
cuenta como hemos orientado los ejes del sistema solidario, coin-
cide con el eje (z) de dicho sistema, resultando importante obser-
var que dicha magnitud tiene en cuenta como está distribuida la 
materia respecto de un eje paralelo al eje de rotación pasante por 
el centro de masa del sistema. 

 

 
Lo indicado anteriormente, teniendo en cuanto a que el factor que multiplica a cada 
una de las masas involucradas no es otra cosa que el cuadrado de su distancia a dicho 
eje, como se muestra en la figura anterior, donde al plano del movimiento lo hemos 
dibujado perpendicular al plano de la hoja. Con lo que el momento de inercia puede 
expresarse como: 

2
iic DmI ∑=

 
Donde: 

2
i

2
i

2
i yxD +=  

Teniendo en cuenta lo desarrollado, la componente intrínseca del vector momento 
angular correspondiente a un sistema rígido animado de un movimiento plano y tal 
que el plano del movimiento es un plano de simetría, queda expresada como: 

wIL cc
rr

=  
Donde el momento de inercia, en el caso de un sistema discreto viene dado por la 
expresión obtenida recientemente, que para el caso de un sistema continuo y teniendo 
en cuenta lo mencionado al iniciar el tema, nos queda expresado como: 

τρ+= ∫τ d )xyz( )yx(I 22
c  

Con lo que, el momento angular respecto del origen del sistema de referencia o res-
pecto de un punto cualquiera, quedarán expresados respectivamente, como: 

wImvrL ccc
rrr

+×=  wImvrL ccA/cA
rrr

+×=  
Donde de ahora en mas a la componente intrínseca, la reconoceremos como compo-
nente asociada con la rotación del cuerpo o mas comúnmente como componente de 
"spin", por estar esta directamente vinculada con el vector velocidad angular del 
mismo. 
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Trataremos ahora de obtener una expresión para el vector momento angular calcula-
do respecto de un punto perteneciente al cuerpo o a una extensión rígida del mismo 
que durante el intervalo de tiempo de interés permanece fijo al sistema de referencia 
(XYZ) respecto del que pretendemos describir el movimiento, como se sugiere en la 
figura siguiente, en cuyo caso y teniendo en cuenta su definición, vendrá expresado 
por: 

iiiQ vmrL
rrr

∑ ×=
 

Donde, como se indica en la figura la coordenada vecto-
rial está determinada respecto del punto fijo y puesto que 
el punto respecto del cuál se toma el momento pertenece 
al cuerpo o a una extensión rígida del mismo y está fijo al 
sistema de referencia fundamental, el vector velocidad de 
cada una de las partículas puede expresarse en términos 
de su coordenada vectorial respecto de dicho punto como: 

 

ii rwv
rrr ×=  

Con lo que el momento angular del cuerpo determinado 
respecto del punto fijo nos queda: 

)rw(rmL iiiQ
rrrr

××=∑  
Que luego de desarrollar el producto vectorial triple pue-
de expresarse como: 

[ ]∑ ⋅−= )rw(rr wmL ii
2
iiQ

rrrrr

  
Que como podemos ver es formalmente igual a la expresión (6.3) obtenida para la 
componente intrínseca del vector momento angular, con la única salvedad de que en 
aquella oportunidad la coordenada vectorial a considerar estaba determinada respecto 
del centro de masa del sistema, en cambio en este caso dicha coordenada está deter-
minada respecto del punto fijo perteneciente al cuerpo o a una extensión rígida del 
mismo, como se sugiere en la figura anterior. 
Teniendo en cuenta lo mencionado es claro que operando en forma análoga a como 
lo hiciéramos anteriormente, y evaluando las componentes del vector según las di-
recciones de un sistema solidario al cuerpo con origen en el punto fijo, como se su-
giere en la figura anterior y considerando un sistema rígido animado de un movi-
miento plano tal que el plano del movimiento sea un plano de simetría, obtendremos 
para el vector momento angular respecto del punto fijo, una expresión como la que se 
indica a continuación: 

wIL QQ
rr

=
 

Donde ahora el momento de inercia a considerar, está calculado respecto de un eje 
paralelo al eje de rotación que pasa por el punto fijo y que por lo tanto, tiene en cuen-
ta la distribución de materia respecto de dicho eje. 

τρ+= ∫τ d )xyz( )yx(I 22
Q  

 
Ecuaciones de Movimiento. 
Nos proponemos ahora obtener ecuaciones que nos relacionen los cambios en el es-
tado de movimiento de un sistema rígido, con las fuerzas de interacción a la que se 
encuentra sometido. 
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Una de las ecuaciones de referencia es sin lugar a dudas aquella que nos relaciona el 
vector aceleración del centro de masa de un sistema con la resultante de las fuerzas 
de interacción a que se encuentra sometido como si estuviera aplicada en dicho punto 
y como si la totalidad de la masa estuviera concentrada en él. 

camF
rr

=  
Ecuación vectorial que una vez evaluada en componentes nos proporcionará en gene-
ral, tres ecuaciones escalares, indudablemente insuficientes para describir el compor-
tamiento de un sistema rígido si tenemos en cuenta que en general dicho sistema será 
un sistema con seis grados de libertad, pero que sin lugar a dudas será de utilidad en 
el tratamiento de nuestros problemas y que en términos del vector cantidad de movi-
miento podemos expresar: 

XYZdt

Pd
F

r
r

=
 

 

cvmP
rr

=  

Teniendo en cuenta que frecuentemente las magnitudes involucradas en el tratamien-
to de nuestros problemas y en particular el vector cantidad de movimiento, estarán 
evaluadas en componentes según las direcciones (xyz) de un sistema solidario al 
cuerpo con origen en el centro de masa, la anterior puede en ese caso emplearse en la 
forma: 

Pw
dt

Pd
F

xyz

rr
r

r
×+=

 
Con el propósito de obtener una segunda ecuación de movimiento que nos relacione 
los cambios en el estado de movimiento de un cuerpo con las fuerzas de interacción 
tengamos en cuenta que atendiendo las conclusiones obtenidas en el capítulo ante-
rior, el vector momento angular de un sistema calculado respecto de un punto arbitra-
rio (A) estaba relacionado con el momento que, respecto de dicho punto, generaban 
las fuerzas externas, mediante: 

cA
XYZ

A
A vmv

dt

Ld
M

rr
r

r
×+=

 
Donde recordemos que el sistema de referencia (XYZ) desde el que se determinan 
las variaciones temporales deberá ser un sistema inercial y de donde resulta que si los 
momentos se calculan respecto del centro de masa (en cuyo caso el segundo término 
de la derecha incluye el producto de vectores paralelos) o respecto de un punto fijo al 
mencionado sistema inercial (en cuyo caso se anula la velocidad del punto A, inclui-
da en el segundo término) nos quedan las formas mas sencilla, que se indican a con-
tinuación: 

XYZ

c
c dt

Ld
M

r
r

=
          XYZ

Q
Q dt

Ld
M

r
r

=
 

Teniendo en cuenta que en general el vector momento angular estará evaluado según 
las direcciones de un sistema (xyz) solidario al cuerpo con origen en el centro de 
masa o en un punto fijo, según convenga a la situación en consideración, las anterio-
res pueden expresarse como: 
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c
xyz

c
c Lw

dt

Ld
M

rr
r

r
×+=

           

Q

xyz

Q
Q Lw

dt

Ld
M

rr

r
r

×+=

 
Considerando ahora el caso de un sistema rígido animado de un movimiento plano, 
tal que el plano del movimiento es paralelo a un plano de simetría, y teniendo en 
cuenta en las anteriores las expresiones obtenidas para el vector momento angular 
calculado respecto de cada uno de los puntos en consideración, resulta: 

wIw
dt

wd
IM c

xyz
cc

rr
r

r
×+=

            

wIw
dt

wd
IM Q

xyz
QQ

rr
r

r
×+=

 
Puesto que los momentos de inercia son invariantes temporales y que en ambos casos 
los segundos términos son nulos por tratarse del producto de vectores paralelos, de 
las anteriores obtenemos: 

wIM cc
&r

r
=          

wIM QQ
&r

r
=

 
Que en adelante indicaremos como: 

α= rr

cc IM           
α= rr

QQ IM
 

Expresiones que nos relacionan los cambios temporales observados, desde el sistema 
inercial, en el estado de rotación de un cuerpo, caracterizados por su vector acelera-
ción angular (αααα), con los momentos que las fuerzas externas generan respecto del 
punto (C o Q) en consideración. 
Con respecto a lo mencionado anteriormente resulta interesante destacar que las va-
riaciones temporales observadas en el estado de rotación de un cuerpo, desde el sis-
tema inercial o desde el sistema solidario, son en realidad coincidentes, puesto que: 

ww
dt

wd

dt

wd

xyzXYZ

rr
rr

×+=
         xyzXYZ dt

wd

dt

wd
rr

=
 

Finalmente teniendo en cuenta las conclusiones obtenidas y las alcanzadas en el capí-
tulo anterior, resulta que el momento generado por las fuerzas externas respecto de 
un punto cualquiera estará relacionado con los cambios temporales observados en el 
estado de rotación de un cuerpo mediante: 

α+×= rrrr

ccA/cA IamrM  
Que indudablemente podemos expresar como: 

α+×= rrrr

cA/cA IFrM  
 
 


