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5.01 CANTIDAD DE MOVIMIENTO. 

Centro de Masa. 
         Considerando un sistema de cuerpos puntuales 
como el sugerido en la figura, hemos definido al cen-
tro de masa del sistema como un punto cuya coorde-
nada vectorial, determinada respecto del origen de un 
sistema de referencia (xyz) como el indicado en la 
mencionada figura, vendrá dada por: 
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Si bien el punto que hemos definido como centro de masa del sistema no será necesa-
riamente un punto asociado con alguna partícula del sistema, es claro que el movi-
miento que eventualmente puedan tener las diferentes partículas, dará lugar a cam-
bios en la coordenada vectorial de dicho punto y por lo tanto podremos pensar en una 
magnitud destinada a caracterizar dichos cambios temporales, a la que en adelante 
reconoceremos como vector velocidad del centro de masa del sistema y que formal-
mente podemos obtener derivando temporalmente la anterior, con lo que dicha mag-
nitud, en términos de la masa (m) del sistema, quedará expresada como: 
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5.1 

Análogamente podemos pensar en una magnitud destinada a caracterizar los cambios 
temporales observados en el estado de movimiento del punto en consideración, a la 
que en adelante reconoceremos como vector aceleración del centro de masa del sis-
tema, que formalmente quedará expresada como: 
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5.2 

Magnitud que, tal como lo demostráramos en el primer capítulo, está relacionada con 
la resultante de las fuerzas externas mediante la ecuación: 
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5.3 

Por lo tanto, los cambios temporales observados en el estado de movimiento del cen-
tro de masa de un sistema, caracterizados por su vector aceleración, estarán directa-
mente vinculados con la resultante de las fuerzas externas, como estuvieran aplicadas 
en dicho punto y como si la totalidad de la masa del sistema estuviera concentrada en 
él. Siendo importante remarcar que de acuerdo con lo mencionado, las fuerzas inter-
nas no pueden modificar el estado de movimiento del centro de masa de un sistema, 
independiente de que estas modifiquen o no el estado de movimiento de cada una o 
de alguna de las partículas que integran el mencionado sistema. 
 
Vector Cantidad de Movimiento. 
Definiremos al vector cantidad de movimiento de un sistema como aquel que resulta 
de sumar la cantidad de movimiento de cada una de las partículas que lo integran, 
que formalmente expresar como: 

∑= iivmP
rr

 

 

5.4 

De donde, y teniendo en cuenta (5.1), resulta que dicha magnitud se puede expresar 
en términos del vector velocidad del centro de masa, como: 
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5.5 

Con lo que la ecuación de movimiento (5.3) para el centro de masa del sistema, pue-
de ser expresada en términos de las variaciones temporales del vector cantidad de 
movimiento de dicho sistema como: 
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5.6 

Donde, el sistema de referencia (xyz) desde el que se evalúan las variaciones tempo-
rales del vector cantidad de movimiento deberá ser un sistema inercial, en cuanto a 
que ésta condición es requerida para garantizar la validez de (5.3). 
Resulta en este momento interesante remarcar que de acuerdo con la anterior, las 
variaciones temporales observadas en la cantidad de movimiento de un sistema esta-
rán directamente relacionadas con la presencia de fuerzas externas, resultando que las 
fuerzas internas no pueden modificar la cantidad de movimiento de un sistema, estas 
fuerzas podrán modificar la cantidad de movimiento de las partículas que lo integran, 
pero los cambios serán tales que no darán lugar a cambios en el vector cantidad de 
movimiento del mencionado sistema. 
 

Ejemplo 5.1 
Con el propósito de ilustrar lo mencionado anteriormente consideremos el lanza-
miento de un cuerpo con condiciones iniciales tales que pueda ser considerado como 
un tiro oblicuo de corto alcance, en cuyo caso y atendiendo las conclusiones obteni-
das en el volumen anterior, así como las que resultan de la ecuación de movimiento 
(5.3), el centro de masa del cuerpo se desplazará a lo largo de una trayectoria parabó-
lica como la sugerida en la figura siguiente, cuya ecuación en coordenadas cartesia-
nas es la que se indica a continuación: 
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Suponiendo ahora que el cuerpo fuera un explosivo que es detonado luego del lan-
zamiento, y teniendo en cuenta las conclusiones que resultan de la ecuación (5.3) o 
(5.6), los fragmentos resultantes de la explosión se desplazaran a lo largo de trayecto-
rias tales que el centro de masa del sistema continuará desplazándose a lo largo de la 
trayectoria original, como se sugiere con trazo discontinuo en la figura siguiente. 

 
 
5.02 CONSERVACIÓN DEL VECTOR CANTIDAD DE MOVIMIENTO . 

De lo desarrollado anteriormente y en particular de (5.6) obtenemos que, si la 
resultante de las fuerzas externas a que está sometido un sistema permanece nula 
durante un cierto intervalo de tiempo, durante dicho intervalo la cantidad de movi-
miento del sistema permanecerá constante e igual a la que teníamos en el instante 
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inicial, entendiendo por instante inicial el instante a partir del cuál se satisface la 
condición recientemente enunciada, lo que formalmente podemos expresar como: 
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Resulta oportuno remarcar que la conservación de la cantidad de movimiento de un 
sistema de ninguna manera implica la conservación de la cantidad de movimiento de 
cada una de las partículas que lo integran, estas cantidades podrán cambiar según las 
interacciones a que se encuentren sometidas, sin embargo estos cambios serán tales 
que la cantidad de movimiento del sistema permanecerá constante, como puede apre-
ciarse en los ejemplos que continúan. 
 

Ejemplo 5.2 
La figura muestra dos cuerpos de masas 
diferentes que interactúan con un resorte, 
inicialmente comprimido mediante una 
cuerda que sujeta ambos cuerpos.  
Suponiendo que la cuerda se rompe dejando al sistema en libertad y despreciando el 
rozamiento con la superficie horizontal es claro que la resultante de las fuerzas exter-
nas a que se verá sometido el sistema es nula y por lo tanto teniendo en cuenta la 
conclusión anterior, su cantidad de movimiento deberá permanecer constante e igual 
a la que teníamos inicialmente. 
Por lo expuesto, y considerando despreciable la masa del resorte, una vez finalizada 
la interacción entre los cuerpos y el resorte, como se sugiere en la figura siguiente, 
sus velocidades deberán ser tales que: 
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Resulta importante observar que si bien la expresión obtenida recientemente nos 
proporciona información en cuanto a la relación que existirá entre las velocidades 
involucradas, de ninguna manera nos permite dar por concluido nuestro problema 
puesto que a partir de ella no podemos obtener la velocidad con que saldrán dispara-
dos cada uno de los cuerpos en consideración. Necesitamos de una segunda ecuación, 
independiente de la anterior, que relacione las incógnitas para entonces poder pensar 
en obtener expresiones finales para las velocidades de los cuerpos que intervienen en 
nuestro problema. Como veremos posteriormente, esta segunda ecuación podremos 
obtenerla al considerar las energías involucradas en el proceso. 
 

Ejemplo 5.3 
Consideremos un sistema formado 
por dos partículas, una de las cua-
les está inicialmente en reposo, 
cuya masa identificaremos con m2 
mientras la restante de masa m1, 
es disparada con una cierta velo-
cidad e impacta con la anterior, 
como se sugiere en la figura de la 
lateral. 

 
 

 

 



Ochoa - Castaño 
Dinámica para un Sistema de Partículas 

 1.146 

Bajo estas condiciones, el vector cantidad de movimiento del sistema antes de la 
colisión vendrá dado por la expresión indicada en la parte superior de la figura. Lue-
go de la colisión resulta una situación como la mostrada en la figura de la derecha, 
donde puede apreciarse que una vez finalizada la colisión entre las partículas, éstas 
saldrán disparadas con velocidades y según direcciones, que en general, no serán 
coincidentes con la de la partícula incidente, con lo que el vector cantidad de movi-
miento del sistema una vez finalizada la colisión vendrá dado por la expresión supe-
rior en la mencionada figura de la derecha. 
Teniendo en cuenta que durante la colisión solamente intervienen fuerzas que resul-
tan de la interacción mutua entre las partículas y por lo tanto internas del sistema, en 
virtud del teorema de conservación de la cantidad de movimiento, resulta: 

2f21f1011 vmvmvm
rrr +=  

Cuyas componentes según, la dirección de incidencia y perpendicular a esta, nos 
proporcionan el sistema que se indica a continuación. 

φ−θ=
φ+θ=

senvmsenvm  0       

cosvmcosvmvm

2f21f1

2f21f1011

 
Nuevamente, y tal como sucediera en el ejemplo tratado anteriormente, el planteo de 
la conservación del vector cantidad de movimiento no proporciona los elementos 
suficientes para una solución completa de la situación planteada. En este caso existen 
cuatro incógnitas, los módulos y las direcciones en que salen disparadas las partícu-
las luego de la colisión, y contamos con solamente las dos ecuaciones escalares indi-
cadas anteriormente. Análogamente a lo mencionado en el ejemplo anterior, y como 
lo veremos posteriormente, una tercera ecuación, independientes de las anteriores la 
obtendremos al considerar las energías involucradas en el problema. 
 

Movimiento de Sistemas con Masas Variables. 
Como otra interesante aplicación del tema que estamos considerando trataremos de 
desarrollar herramientas formales que nos permitan describir el comportamiento del 
centro de masa de un sistema cuya masa es una función del tiempo como podría ser 
el caso de un proyectil que se desplaza a expensa de la materia que expele como con-
secuencia de algún proceso de combustión interna, tal como se sugiere en la figura 
siguiente, donde hemos supuesto que en el instante (t) en el que, el proyectil se des-
plaza con una velocidad (v), expulsa una cierta cantidad de materia (me) con una 
velocidad (ve), determinada respecto de un sistema fijo al proyectil, resultando así un 
incremento en la velocidad de lo que queda del proyectil, como se sugiere en el tercer 
cuadro de la figura siguiente. 

 
Teniendo en cuenta que el sistema está libre de fuerzas externas, ya que aquellas 
destinadas a impulsar el material desalojado son consecuencias de reacciones in-
ternas al sistema, la cantidad de movimiento del mismo permanecerá constante y 
atendiendo que la velocidad del material expulsado, respecto del sistema de referen-
cia (xyz) inercial, vendrá dada por (V+Ve), resulta: 

)vv(m)vv)(mm(vm eee
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Designando con (∆m) a la variación observada en la masa del proyectil durante el 
intervalo de tiempo considerado, es claro que la anterior puede expresarse como: 

)vv(m)vv)(mm(vm e
rrrrr +∆−∆+∆−=  

Desarrollando esta expresión, y despreciando el término: 
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Que finalmente daría lugar a un diferencial de segundo orden, de la anterior resulta: 
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Por lo tanto: 
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Con lo que, la aceleración de lo que queda del proyectil será tal que: 
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Resulta conveniente destacar que para la situación en consideración, la derivada tem-
poral incluida en la anterior, es negativa, puesto que la masa del proyectil disminuye, 
y por lo tanto la aceleración de su centro de masa tendrá sentido opuesto al sentido en 
que es expulsada la materia. 
Teniendo en cuenta que en la expresión recientemente obtenida la aceleración es la 
del centro de masa de lo que queda del proyectil, podemos interpretar al miembro de 
la derecha como la fuerza a que se verá sometido el proyectil como resultado de su 
interacción con el material expulsado y que en adelante reconoceremos como Fuerza 
de Retropropulsión o Empuje, que por lo tanto podemos expresar como: 
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5.7 

Con lo que, en general, la ecuación de movimiento para el centro de masa de un cuer-
po cuya masa varia con el tiempo podrá ser expresada como: 
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5.8 

Donde con (F) indicamos a la resultante de las fuerzas externas a que se encuentra 
sometido el cuerpo, excluida la fuerza reactiva a que hacemos referencia anterior-
mente, cuyo sentido dependerá de que la materia sea expelida o absorbida por el 
cuerpo en consideración. 
Finalmente, diferenciando la anterior y teniendo en cuenta (5.7), resulta: 
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De donde, luego de integrar entre límites compatibles, obtenemos: 

∫+







+= t

oe dt
m

F

m

m
lnvv)t(v

r
rrr

o

o

 

 
5.9 

 

Ejemplo 5.4 
Como una aplicación del tema tratado, consideremos el caso de un cohete en reposo 
sobre su plataforma de lanzamiento como el sugerido en la figura siguiente. En el 
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instante en que los motores son encendidos y la materia comienza a ser expulsada, la 
ecuación (5.8) prevé que la fuerza (N) resultante de la interacción con la plataforma 
será tal que: 

0gmFN e =++ rrr

 
Teniendo en cuenta que el empuje viene dado por 
(5.7), de la anterior resulta: 

dt

dm
vmgN e−=

  
Donde la masa involucrada es una función decreciente del tiempo, que en términos 
del caudal (Q=dm/dt) de materia expulsada, supuestamente constante, y de la ma-
sam(M) del sistema  (cohete + combustible) en el instante en que se inicia la combus-
tión, nos queda expresada como: 

t QM)t(m −=  
Puesto que la condición de despegue requiere que se anule la interacción entre el 
cohete y la plataforma, de las anteriores resulta que una vez iniciada la combustión, 
esta condición se dará al cabo de un tiempo tal que: 
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Por lo tanto una vez iniciada la combustión, el cohete despegará al cabo de un tiempo 
dado por: 
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Si deseáramos un despegue en el mismo instante de la ignición, las condiciones debe-
rían ser tales que: 
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Una vez alcanzada la condición necesaria para el despegue y designando con (m0) a 
la masa del sistema en dicho instante, de (5.9) resulta que la velocidad del cohete 
variará con el tiempo según: 
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De donde, luego de evaluar la única componente no nula, resulta: 
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Siendo: 
 

 

t Qmm −= o  

Designando con (mC) a la masa del combustible transportado e indicando con (tF) al 
tiempo al cabo del que se consume la totalidad de dicho combustible, de las anterio-
res resulta que la máxima velocidad alcanzada por el cohete vendrá dada por: 
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Que en términos de la masa de combustible transportado nos queda expresada como: 
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Que nos muestra claramente la importancia de la relación entre la masa de combusti-
ble transportado y la masa total del sistema en el instante en que se satisface la con-
dición de despegue. 
Como ilustraciones de los temas considerados, se recomiendan las simulaciones a las 
que puede acceder ejecutando los archivos Cohete-1.htm, Cohete-2.htm, Arena-1.htm 
y Arena-2.htm incluidos en las carpetas del mismo nombre. 
 
5.03 SISTEMA DE REFERENCIA CENTROIDAL. 
Considerando un sistema de cuerpos puntuales, defi-
niremos al Sistema de Referencia Centroidal, indica-
do con (x'y'z') en la figura lateral, como una terna de 
ejes ortogonales con origen en el centro de masa del 
sistema y que se traslada respecto del sistema (xyz) 
con la velocidad que dicho punto tiene respecto de 
este último sistema, con lo que las velocidades y 
aceleraciones de las partículas respecto de los siste-
mas de referencia involucrados estarán relacionadas 
mediante las expresiones que se indican: 
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5.10 

Resultando importante destacar que la cantidad de movimiento de un sistema, deter-
minada respecto de su sistema de referencia centroidal, siempre será nula, ya que por 
definición dicha magnitud vendrá dada por: 
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Donde, teniendo en cuenta que la coordenada vectorial del centro de masa, respecto 
de si mismo, es obviamente nula y que formalmente puede indicarse como: 
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5.11 

De las anteriores es inmediato que en general: 

0P =′
r

 

 

5.12 

Conclusiones estas, que posteriormente emplearemos en mas de una oportunidad. 
 
5.04 VECTOR MOMENTO ANGULAR. 

Considerando un sistema de cuerpos puntuales como el sugerido en la figura si-
guiente, definiremos al momento angular del sistema, respecto del origen del sistema 
de referencia fundamental (xyz), como: 

∑ ×= ii prL
rrr
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Por lo tanto: 

∑ ×= iii vmrL
rrr

 
Teniendo en cuenta las relaciones (5.10), el vector 
momento angular del sistema respecto del origen del 
sistema fundamental puede expresarse como: 

)vv(m)rr(L iciic∑ ′+×′+= rrrrr

  
De donde, luego de desarrollar el producto vectorial, obtenemos que el vector mo-
mento angular puede expresarse como: 

iiiiciicicc vmrrmvvmrmvrL ′×′+′×−′×+×= ∑∑ ∑∑
rrrrrrrrr

 
Donde recordemos que la velocidad del centro de masa está determinada respecto del 
sistema (xyz) fundamental y en donde, teniendo en cuenta las conclusiones (5.11) y 
(5.12), resulta que los términos centrales se anulan, con lo que el vector momento 
angular en consideración queda expresado como: 

iiicc vmrvmrL ′×′+×= ∑
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5.13 

Por lo tanto, en general, dicha magnitud podrá ser expresada como la suma de dos 
componentes. Una relacionada con el estado de movimiento y posición del centro de 
masa del sistema a la que en adelante identificaremos como Componente Orbital. 

ccor vmrL
rrr

×=  
Mas una componente que tiene en cuenta el momento respecto del centro de masa del 
sistema, del vector cantidad de movimiento de las partículas determinado respecto 
del sistema centroidal, que en adelante identificaremos como Componente Intrínseca. 

iiic vmrL ′×′=′ ∑
rrr

 
Donde con el subíndice empleado en la componente intrínseca del vector momento 
angular, indicamos el punto respecto del cuál se toman los momentos y con el índice 
superior, el sistema de referencia respecto del que se determinan las velocidades de 
cada una de las partículas que integran el sistema. 
Con referencia a ésta última componente y teniendo en cuenta (5.10) es claro que se 
la puede expresar como: 
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De donde: 
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Con lo que, en el cálculo de la componente intrínseca del vector momento angular 
será indiferente considerar las velocidades de las partículas determinadas respecto del 
sistema de referencia centroidal o respecto del sistema de referencia fundamental. 
Consideremos ahora un punto (A) cualquiera, no coincidente con el origen del sis-
tema fundamental y que eventualmente pueda tener movimiento respecto de dicho 
sistema, en cuyo caso definiremos al vector momento angular del sistema respecto de 
dicho punto como: 

∑ ×= iiA/iA vmrL
rrr

 
Procediendo en forma análoga al caso tratado recientemente es posible demostrar que 
dicha magnitud puede ser expresada como: 

∑ ′×′+×= iiicAcA vmrvmrL
rrrrr
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Resultando, como era de esperar, que la única diferencia con el caso tratado ante-
riormente radica en la componente orbital, que para la situación actual está determi-
nada respecto del punto que en este caso hemos identificado con (A). 
 
5.05 ECUACIÓN DE MOMENTOS. 

A lo largo de este tema trataremos de obtener una relación entre el vector mo-
mento angular de un sistema y las fuerzas de interacción a las que pudiera estar so-
metido. Con este propósito teniendo en cuenta (5.13) determinaremos formalmente la 
derivada temporal del vector momento angular, calculada desde el sistema de refe-
rencia fundamental, que sin lugar a dudas puede expresarse como: 

∑∑ ×+×=
xyziiiiixyzi

xyz

vmrvmr
dt

Ld &r
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Puesto que, la derivada temporal del vector velocidad de cada una de las partículas es 
su vector aceleración y requiriendo que el sistema de referencia fundamental sea un 
sistema de referencia inercial, entonces: 

iixyzii fFvm
rr

&r +=
 

Donde con (f i) indicamos a la resultante de las fuerzas internas a que se encuentra 
sometida la respectiva partícula, que por lo tanto viene dada por: 
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j

iji ff
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Con lo que: 
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Puesto que la primer sumatoria es idénticamente nula, en cuanto a que sus términos 
incluyen el producto vectorial de vectores paralelos, de la anterior resulta: 

∑∑∑ ×+×=
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Abriendo un pequeño paréntesis en nuestro desarrollo veremos que la doble sumato-
ria del miembro de la derecha es nula, para lo cual observemos que ésta incluirá can-
tidades del tipo que se indica a continuación: 

.....)f.....ff(r)f.....ff(rfr N223212N113121
j

iji ++++×++++×=×∑ ∑
rrrrrrrrrr

 
Teniendo en cuenta que, en virtud del principio de acción y reacción: 

jiij ff
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−=
 

Los términos de la anterior pueden agruparse como se indica seguidamente: 

.....f)rr(f)rr(fr 13311221
j
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Donde cada uno de los términos se anula por tratarse del producto de vectores parale-
los, con lo que: 
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∑ ×= ii
xyz
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Teniendo en cuenta que con (Fi) indicamos a la resultante de las fuerzas externas a 
que se encuentra sometida la respectiva partícula, es claro entonces que los términos 
incluidos en la sumatoria anterior son concretamente los momentos que las fuerzas 
externas generan respecto del origen de nuestro sistema de referencia inercial, con lo 
que dichas magnitudes estarán relacionadas con las variaciones temporales del mo-
mento angular mediante: 

∑= i
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M
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Identificando a la suma anterior como el Momento Resultante que las fuerzas exter-
nas generan respecto del origen del sistema inercial y designando con (M ) a dicha 
magnitud, la anterior puede expresarse como: 
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5.15 

Que nos vincula las variaciones temporales observadas en el momento angular del 
sistema, respecto del origen de nuestro sistema de referencia inercial, con el momen-
to que las fuerzas externas generan respecto de dicho punto. 
Considerando ahora el momento angular calculado respecto de un punto (A) no coin-
cidente con el origen del sistema de referencia y dejando la libertad de que dicho 
punto pueda tener movimiento respecto del mencionado sistema de referencia, su 
derivada temporal, calculada desde dicho sistema (xyz), vendrá dada por: 

xyz

i
iA/iii

xyz

A/i

xyz

A

dt

vd
mrvm

dt

rd

dt

Ld
r

rr
rr

∑∑ ×+×=
 

Teniendo en cuenta que: 

AiA/i rrr
rrr −=  

Suponiendo al sistema (xyz) inercial y derivando temporalmente la igualdad anterior 
desde dicho sistema, es inmediato que la derivada temporal del vector momento an-
gular puede expresarse como: 

∑ ∑∑∑∑ ×+×+×−×=
j

ijA/iiA/iiixyzAiixyz
xyz

A frFrvmrvmr
dt

Ld rrrrr&rr&r
r

 
Donde, los términos de la primer sumatoria son nulos por tratarse del producto vecto-
rial de magnitudes paralelas, y luego de efectuar consideraciones análogas a las reali-
zadas anteriormente, en cuanto a las fuerzas internas involucradas en la doble suma-
toria, la derivada temporal del vector momento angular queda expresada como: 

∑∑ ×+×−= iA/iiiA
xyz

A Frvmv
dt
Ld rrrr
r

 
Teniendo en cuenta que la velocidad del punto (A) no depende del índice de la suma-
toria, y que en la segunda sumatoria los momentos que generan las fuerzas externas 
están determinados respecto del mencionado punto (A), resulta: 
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xyzcxyzA
xyz

A
A vmv

dt

Ld
M

rr
r

r
×+=

 

 

5.16 

Que nos relaciona las variaciones temporales del vector momento angular calculado 
respecto de un punto (A) cualquiera, con el estado de movimiento de dicho punto y 
con los momentos que las fuerzas externas generan respecto del mencionado punto. 
Podemos observar que la relación (5.15) es un caso particular de la obtenida recien-
temente, puesto que en ese caso los momentos están tomado respecto de un punto 
fijo al sistema de referencia inercial, con lo que, el segundo término del miembro de 
la derecha se anula. 
Análogamente si los momentos se calculan respecto del centro de masa del sistema, 
nuevamente se anula el termino que mencionáramos recientemente, puesto que se 
trataría del producto vectorial de dos magnitudes paralela, con lo que en ese caso de 
(5.16) obtenemos: 

xyz

C
C dt

Ld
M

r
r

=
 

 

5.17 

Finalmente, derivando las expresiones obtenidas para el momento angular de un sis-
tema, como la suma de una componente orbital mas una intrínseca y teniendo en 
cuenta las conclusiones obtenidas recientemente, se puede demostrar que los momen-
tos de las fuerzas externas calculados respecto del centro de masa y respecto de un 
punto (A) cualquiera están relacionados mediante las expresiones que se indican a 
continuación: 

CACCA amrMM
rrrr

×+=
 

FrMM ACCA

rrrr
×+=

 

 

5.18 

 
Conservación del Vector Momento Angular. 
Teniendo en cuenta  las relaciones recientemente obtenidas es importante destacar 
que de acuerdo con ellas, las fuerzas internas no pueden modificar el momento angu-
lar de un sistema, y de (5.15) resulta que, si el conjunto de fuerzas externas a que está 
sometido un sistema es tal que el momento que generan es nulo, el momento angular 
del mencionado sistema permanecerá constante e igual al valor que tenia en el instan-
te inicial. Entendiendo por instante inicial, el instante a partir del cuál se satisface la 
mencionada condición, lo que formalmente podemos indicar como: 

0M =
r

 o

rr
LL =  

Análogamente de (5.17) resulta: 

0M c =
r

 coc LL
rr

=  
Siendo importante destacar que la conservación del momento angular del sistema de 
ninguna manera implica que necesariamente se conservará el momento angular de 
cada una de las partículas que lo forman, similarmente a lo que oportunamente ob-
serváramos para aquellas situaciones en las que se conservaba el vector cantidad de 
movimiento de un sistema de cuerpos puntuales. 
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5.06 CONSIDERACIONES ENERGÉTICAS. 
Energía Cinética. 
Definiremos la Energía Cinética de un sistema formado por un conjunto de (N) 

partículas, respecto de un sistema de referencia (xyz), como la suma de las energías 
cinéticas de cada una de las partículas que lo integran: 

2
iivm

2

1
T ∑=

 

 
5.20 

Que en términos de la velocidad del centro de masa y de las velocidades de cada una 
de las partículas respecto del sistema de referencia centroidal, queda expresada, lue-
go de tener en cuenta (5.10), como: 

)vv2vv(m
2

1
T ic

2
i

2
ci ′⋅+′+=∑

rr

 
De donde: 

iic
2

ii
2
c vmvvm

2

1
mv

2

1
T ′⋅+′+= ∑∑

rr

 
Puesto que, de acuerdo con (5.12), el último termino es nulo, la energía cinética nos 
queda expresada como: 
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2
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1
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1
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5.21 

Por lo tanto, similarmente al resultado obtenido en el caso del vector momento angu-
lar, a la energía cinética de un sistema, podremos expresarla como la suma de un 
término que tiene en cuenta el movimiento del centro de masa, respecto del sistema 
fundamental (xyz), como si la totalidad de la masa estuviera concentrada en él y que 
en adelante reconoceremos como Término Orbital: 

2
cor mv

2

1
T =

 

 
5.22 

Mas un término que tiene en cuenta el movimiento de cada una de las partículas res-
pecto del sistema de referencia centroidal, que en adelante reconoceremos como Tér-
mino Intrínseco, expresado por: 

2
ii vm

2

1
T ′=′ ∑

 

 
5.23 

Donde a diferencia de lo que sucedía en el caso de la componente intrínseca del  
vector momento angular, las velocidades de cada una de las partículas deberá estar 
determinada necesariamente respecto del sistema de referencia centroidal. 
Teniendo en cuenta como se definió el vector cantidad de movimiento de un sistema 
así como el vector cantidad de movimiento de cada una de las partículas respecto del 
sistema de referencia centroidal, es inmediato que (5.21) puede expresarse en térmi-
no de éstas magnitudes como: 

∑
′

+=
i

2
i

2

m2

p
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p
T

 

 
5.24 

Considerando un sistema de dos partículas y teniendo en cuenta que las cantidades 
de movimiento, determinadas respecto del sistema centroidal, serán tales que: 

0pp 21 =′+′ rr
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Con lo que: 

ppp 21 ′=′−=′ rrr

 
De (5.24), resulta que para ésta situación, la energía cinética puede expresarse como: 

µ
′

+=
2

p
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p
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22

 
Donde: 
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21

mm

mm

+
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5.25 

Es una magnitud que con frecuencia interviene al considerar un sistema de dos cuer-
pos y que se conoce como Masa Reducida del sistema. 
 

Trabajo Mecánico y Energía Cinética. 
Definiremos el Trabajo Mecánico realizado sobre un sistema por la totalidad de las 
fuerzas de interacción (externas e internas) a que estuviera sometido, como la suma 
del trabajo mecánico realizado por las mencionadas fuerzas de interacción sobre cada 
una de las partículas que lo integran, lo que formalmente podemos expresar como: 

∑= iWW
 

 

5.26 

Puesto que en cada uno de los términos incluidos en la sumatoria anterior se conside-
ra el trabajo mecánico que la totalidad de las fuerzas de interacción realizan sobre 
cada una de las partículas, teniendo en cuenta las conclusiones obtenidas al conside-
rar la dinámica para un cuerpo puntual, es claro que la anterior puede expresarse 
como: 

∑∆= iTW
 

Donde: 

2
iii vm

2

1
T =

 
O bien como: 

TW        TW i ∆=∴∆= ∑  
Que teniendo en cuenta (5.21) nos queda: 

TTW or ′∆+∆=  

 

5.27 
Por otro lado y atendiendo como fuera definido el trabajo mecánico a lo largo del 
primer capítulo, la (5.26) puede expresarse como: 

∑∫ ⋅+=
i/tr iii rd)fF(W

rrr

 

 

5.28 

Donde con el subíndice (tr/i ) en las integrales incluidas en la sumatoria, pretendemos 
dejar de manifiesto que las mismas están calculadas a lo largo de las trayectorias a lo 
largo de las que se desplaza cada una de las partículas que integran el sistema y que 
por lo tanto es fácil imaginar, serán en general diferentes (pensemos en las partículas 
que integran una masa de gas contenida en un determinado volumen), motivo por el 
que no podemos intercambiar los símbolos de sumatoria e integración. 
Con el propósito de obtener una simplificación de la expresión anterior, que además 
nos permitirá obtener relaciones con los términos, orbital e intrínseco de la energía 
cinética, al diferencial asociado con cada una de las trayectorias mencionadas en el 
párrafo anterior podemos vincularlo con el diferencial asociado con la trayectoria a lo 
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largo de la que se desplazará el centro de masa del sistema, teniendo en cuenta 
(5.10), resultando que el trabajo mecánico puede expresarse como: 

)rdrd()fF(W ii/tr cii ′+⋅+= ∑∫
rrrr

 
O bien como: 

ii/tr iicii rd )fF(rd)fF(W ′⋅++⋅+= ∑∫∑ ∫
rrrrrr

 
Donde las integrales incluidas en la primer sumatoria están todas calculadas a lo 
largo de la trayectoria del centro de masa del sistema (que indudablemente es única, 
no depende del índice de la sumatoria) y por lo tanto es posible intercambiar los sím-
bolos de sumatoria e integral. En cambio las integrales consideradas en la segunda 
sumatoria están calculadas a lo largo de las trayectorias de cada una de las partículas, 
respecto del sistema centroidal, que nuevamente, en general, debemos esperar sean 
diferentes y por lo tanto se continua manteniendo la situación inicial y no podemos 
intercambiar los símbolos mencionados, con lo que el trabajo mecánico realizado por 
la totalidad de las fuerzas de interacción, sobre el sistema,  puede indicarse como: 

[ ] ii/tr iicii rd )fF(rd)fF(W ′⋅++⋅+= ∑∫∫ ∑
rrrrrr

 
Que claramente puede expresarse como: 

[ ] [ ] ii/tr iicici rd )fF(rdfrdFW ′⋅++⋅+⋅= ∑∫∫ ∑∫ ∑
rrrrrrr

 
Teniendo en cuenta el principio de acción y reacción, el integrando de la segunda 
integral es nulo. Por otro lado el integrando de la primera es la resultante de las fuer-
zas externas a que está sometido el sistema, con lo que de la anterior resulta: 

ii/tr iic rd )fF(rdFW ′⋅++⋅= ∑∫∫
rrrrr

 

 

5.29 

Con lo que, el trabajo mecánico nos queda expresado como la suma de dos términos. 
Un primer término que podemos interpretar como el trabajo mecánico que realizaría 
la resultante de las fuerzas externas a lo largo de la trayectoria del centro de masa, 
como si ésta resultante estuviera aplicada en dicho punto, mas un segundo término 
donde las integrales están calculadas a lo largo de las trayectorias de las partículas 
respecto del sistema centroidal y en el que claramente intervienen las fuerzas internas 
a que están sometidas las partículas que integran nuestro sistema. 
Trataremos a continuación de vincular cada uno de los términos obtenidos reciente-
mente con los cambios observados en la energía cinética del sistema, para lo cuál 
consideraremos inicialmente el primer término, que teniendo en cuenta la ecuación 
de movimiento para el centro de masa del sistema puede expresarse como: 

ccc rdamrdF
rrrr

⋅=⋅ ∫∫  
Por lo tanto: 
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De donde: 
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Y por lo tanto: 

orc TrdF ∆=⋅∫
rr

 

 

5.30 

Con lo que el primer término de (5.29) no queda directamente vinculado con los 
cambios observados en el término orbital de la energía cinética del sistema. 
Teniendo en cuenta (5.27), (5.29) y (5.30) es claro entonces que el segundo término 
de (5.29) estará directamente relacionado con los cambios observados en el término 
intrínseco de la energía cinética, lo que formalmente podemos expresar como: 

Trd )fF( ii/tr ii ′∆=′⋅+∑∫
rrr

 

 

5.31 

Por lo tanto, si bien las fuerzas internas no pueden modificar el estado de movimien-
to del centro de masa de un sistema (no intervienen en la ecuación de movimiento de 
dicho punto) ni tampoco pueden alterar su vector momento angular (no intervienen 
en la ecuación de momentos), son precisamente uno de los elementos asociados con 
los cambios observados en la energía cinética del sistema. Mas precisamente con los 
cambios observados en el término intrínseco de dicha magnitud, como lo pone de 
manifiesto con toda claridad la relación recientemente obtenida. Así para la situación 
planteada en el ejemplo (5.2), la energía cinética del sistema cambia como conse-
cuencia de que cambia el término intrínseco de la misma (el término orbital en esta 
situación no sufre cambio alguno) y esto, como consecuencia precisamente del traba-
jo mecánico realizado por las fuerzas internas que resultan de la interacción mutua 
entre los elementos que forman el sistema. 
 
Energía Mecánica. 
Consideraremos ahora el conjunto de fuerzas externas e internas conservativas a que 
pudiera encontrarse sometido un sistema, o sea, el conjunto de fuerzas externas que 
satisfacen relaciones del tipo: 

ii
B

A i rdF ∆Φ−=⋅∫
rr

 
Y de fuerzas internas, que satisfacen relaciones del tipo: 

iji
B

A ij rdf ∆Φ−=⋅∫
rr

 
Donde las funciones escalares recientemente indicadas están asociadas con cada una 
de las fuerzas internas conservativas a que pudiera estar sometida cada una de las 
partículas que integran nuestro sistema, con lo que podemos definir un conjunto de 
funciones energía potencial, asociadas con éstos mecanismos de interacción, median-
te expresiones del tipo: 

∑Φ=Φ
j

ij
int
i

 
Teniendo en cuenta lo indicado anteriormente, podremos definir una función energía 
potencial externa asociada con la totalidad de dichas fuerzas conservativas, como: 

∑Φ=Φ iext  

 

5.32 

Y una función energía potencial asociada con el conjunto de fuerza internas conser-
vativas, dada por: 

∑Φ=Φ int
iint 2

1

 

 
5.33 
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Donde el factor (1/2) debe ser incluido ya que de lo contrario se contabilizaría 
en dos oportunidades la misma función bajo el signo de la sumatoria. 
Con lo mencionado anteriormente, definiremos a la Energía Mecánica del sistema 
como: 

intextTE Φ+Φ+=  

 

5.34 

Donde el primer término es la energía cinética del sistema definida por (5.20) o bien 
por (5.21) y los restantes corresponden a los expresados mediante (5.32) y (5.33) 
respectivamente. 
Procediendo de manera semejante a lo realizado para el caso de una partícula y te-
niendo en cuenta las últimas conclusiones y definiciones desarrolladas en esta opor-
tunidad, se puede verificar fácilmente que las variaciones observadas en la energía 
mecánica de un sistema estarán directamente vinculadas con el trabajo mecánico 
realizado por las fuerzas externas e internas, no conservativas lo que formalmente 
podemos expresar mediante la igualdad siguiente: 

ncintncextE −− Φ+Φ=∆  

 

5.35 
De donde resulta que, si el trabajo mecánico realizado por las fuerzas externas e in-
ternas, no conservativas, fuera nulo o bien si la totalidad de las fuerzas a que estuvie-
ra sometido el sistema fueran conservativas, la energía mecánica del mismo perma-
necerá constante. 
 

Ejemplo (5.5) 
Estamos ahora en condiciones de retomar la situación planteada en el ejemplo (5.2), 
a la que hace referencia la figura siguiente. 

 
En aquella oportunidad y teniendo en cuenta la conservación del vector cantidad de 
movimiento del sistema obtuvimos que las velocidades de ambos cuerpos al finalizar 
su interacción con el resorte, inicialmente comprimido, deberían ser tales que: 

2
2

1
1 v

m

m
v

rr −=
 

Teniendo en cuenta que hemos supuesto al sistema libre de rozamiento es claro en-
tonces que la resultante de las fuerzas externas es nula y por lo tanto el trabajo reali-
zado por las mismas también lo será.  Puesto que además las fuerzas internas a que 
está sometido resultan de la interacción con el resorte dando lugar así a fuerzas con-
servativas, de (5.35) resulta que la energía mecánica del sistema a de permanecer 
constante, e igual a la que tenia en el instante inicial, esto es: 

oEE =  
Siendo: 

2k
2

1
E oo δ=

 
Donde con (δο) hacemos referencia a la deformación inicial del resorte, con lo que 
resulta que al finalizar la interacción con el resorte las velocidades de las partículas 
serán tales que: 
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De donde, y teniendo en cuenta la relación inicial entre las velocidades, resulta: 
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5.07 TEORÍA DE COLISIONES 

A lo largo de este tema trataremos dos casos extremos vinculados con la coli-
sión entre partículas, suponiendo nula la resultante de las fuerzas externas a que pu-
dieran encontrarse sometidas. Inicialmente consideraremos aquella situación en la 
que luego de la colisión las partículas continúan unidas, de tal manera que se las pue-
da considerar como una única partícula cuya masa es la suma de las anteriores y que 
reconoceremos como una Colisión Plástica. Posteriormente trataremos el caso en el 
que una vez finalizada la colisión, las partículas conservan su identidad y el proceso 
es tal que durante la colisión, las fuerzas internas, producto del contacto entre las 
partículas, son del tipo elásticas y por lo tanto conservativas, que reconoceremos 
como Colisión Elástica. 
 

Colisión Plástica. 
La figura lateral ilustra cualitativamente una situación 
como la que mencionáramos inicialmente en el párrafo 
anterior, siendo condición necesaria para que este pro-
ceso tenga lugar, que con anterioridad a la colisión, los 
vectores velocidad de ambas partículas estén contenidos 
en el mismo plano ya que de lo contrario sería imposible 
la intersección de sus trayectorias.  
Con lo que la componente intrínseca del vector momento angular del sistema dará 
lugar a un vector perpendicular a dicho plano, que permanecerá constante a lo largo 
de todo el proceso como consecuencia de la ausencia de fuerzas externas que pudie-
ran modificarlo, con lo que el proceso en su totalidad estará contenido en el plano 
mencionado inicialmente, como se sugiere en la figura anterior, donde se indican las 
trayectorias a lo largo de las que se desplazarán las partículas y el centro de masa del 
sistema, cuyo vector velocidad permanecerá constante y será tal que: 

c2211 vmvmvm
rrr =+  

De donde: 

)vmvm(
m

1
v 2211c

rrr +=
 

Balance Energético. 
Resulta ilustrativo realizar un balance de las energías involucradas en el proceso, 
teniendo en cuenta que la energía cinética del sistema antes de la colisión viene ex-
presada por: 
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Y una vez finalizada la colisión, por: 
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Por lo tanto: 
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ccf vvm
2

1
T

rr ⋅=
 

De donde, y teniendo en cuenta la expresión obtenida para la velocidad del centro de 
masa en término de las velocidades de cada una de las partículas antes de la colisión: 
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La pérdida de energía mecánica como consecuencia de la colisión viene dada por: 

fTTT −=∆ o  
Teniendo en cuenta las expresiones obtenidas anteriormente resulta que esta cantidad 
en término de las magnitudes iniciales nos queda: 
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Resultando así las situaciones extremas que se indican a continuación, cuando las 
trayectorias de incidencia son coincidentes y la colisión se produce entre dos partícu-
las que se desplazan en sentido opuesto o bien cuando lo hacen en el mismo sentido, 
pudiendo notarse que en el primer caso tenemos la mayor pérdida de energía y en el 
segundo la menor posible. 

 
Colisión Elástica. 
Consideraremos la situación 
planteada en el ejemplo (5.3), 
suponiendo que las fuerzas 
internas a que se ven someti-
dos los cuerpos durante la 
colisión, son del tipo elástica 
y que por lo tanto la energía 
mecánica del sistema perma-
nece constante. 

 
 

 
Nuevamente la conservación del vector momento angular nos permite garantizar que 
el proceso tendrá lugar en el plano definido por el vector velocidad de la partícula 
incidente y el punto donde se encuentra inicialmente la partícula blanco, como se 
sugiere en la figura que antecede. 
Teniendo en cuenta la conservación del vector cantidad de movimiento del sistema y 
tal como lo indicamos a lo largo del ejemplo (5.3), las magnitudes involucradas en el 
proceso serán tales que: 

φ−θ=
φ+θ=

senvmsenvm  0       

cosvmcosvmvm

2f21f1

2f21f1011

 
Teniendo en cuenta ahora que la energía mecánica del sistema permanece constante: 
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Con lo que obtenemos un sistema de tres ecuaciones con cuatro incógnitas que ob-
viamente no nos permiten obtener una solución completa de nuestro problema por lo 
que trataremos de obtener expresiones para tres de las mencionadas incógnitas en 
función de la restante, que por lo tanto deberemos interpretar como un parámetro 
asociado con problema en consideración. 
Primeramente obtendremos una descripción de la situación planteada válida para un 
observador en el sistema de referencia centroidal de nuestro sistema de partículas, a 
partir de la cuál obtendremos posteriormente una descripción válida para un observa-
dor en el sistema de laboratorio, entendiendo por tal, a un sistema respecto del cuál 
antes de la colisión una de las partículas se encuentra en reposo, que para nosotros es 
aquella cuya masa hemos identificado con (m2) y que en adelante identificaremos 
como partícula blanco, dejando para la restante el nombre de proyectil. 
 
Tratamiento en el Sistema de Referencia Centroidal. 
Teniendo en cuenta lo mencionado es inmediato que el sistema de referencia centroi-
dal al que hacemos referencia en el párrafo anterior es un sistema de ejes ortogonales 
con origen en el centro de masa del sistema de partículas, que se traslada respecto del 
sistema de laboratorio (fijo a la partícula inicialmente en reposo) con una velocidad 
coincidente con la del centro de masa, como se sugiere en la figura siguiente, que 
teniendo en cuenta (5.1) vendrá dada por: 
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5.36 

Por otro lado teniendo en cuenta (5.10) y (5.36) podemos obtener expresiones para la 
velocidad de cada una de las partículas respecto del sistema de referencia centroidal, 
que resultan: 
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5.37 

De donde puede obtenerse una relación entre ambas magnitudes que posteriormente 
nos será de utilidad y que se indica a continuación: 
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5.38 

Que también podríamos haber alcanzado teniendo en cuenta que el vector cantidad 
de movimiento del sistema, determinado respecto del sistema de referencia centroidal 
será siempre nulo. Aspecto este último que nos permite obtener rápidamente una 
relación entre las velocidades con que emergen las partículas, respecto del mencio-
nado sistema, una vez concluida la colisión: 
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5.39 

Por lo que, una vez finalizada la colisión, respecto del sistema de referencia centroi-
dal, las partículas se desplazarán en sentido opuesto y a lo largo de  trayectorias co-
mo las indicadas en  la  figura siguiente, donde (ψ) es el ángulo entre la trayectoria 
según la cuál emerge la partícula incidente respecto del sistema centroidal y la tra-
yectoria a lo largo de la que se desplazaba inicialmente, respecto del sistema de labo-
ratorio, coincidente con la del centro de masa respecto de dicho sistema. 
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Por otro lado, Teniendo en cuenta que la resultante de 
las fuerzas externas es nula y que las fuerzas internas 
operantes durante la colisión son del tipo conservativo, 
estamos en condiciones de garantizar que los términos 
intrínsecos de la energía cinética del sistema antes y 
después de la colisión serán coincidentes:  
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Teniendo en cuenta las relaciones (5.38) y (5.39), de la anterior resulta: 
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De donde es inmediato que: 

022f vv ′=′
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Reemplazando la anterior en (5.39) y luego comparando con (5.38) resulta: 
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5.41 

Con lo que de (5.39), (5.40) y (5.41) podemos concluir 
que, en el sistema centroidal el único efecto de la coli-
sión se puede resumir en una rotación del vector veloci-
dad de cada una de las partículas, que saldrán disparadas 
en sentido opuesto con la misma velocidad que tenían 
antes de la colisión, respecto del sistema centroidal, 
como se sugiere en la figura lateral.  
Designando con (ηηηη) a un vector unitario destinado a caracterizar la dirección en que 
emerge la partícula incidente, como se indica en la figura anterior, y teniendo en 
cuenta las conclusiones alcanzadas recientemente, y las expresiones (5.37), resulta 
que el vector velocidad con que emerge cada partícula, determinada respecto del 
sistema centroidal, puede expresarse como: 
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5.42 

Donde, como lo habíamos previsto al iniciar el tratamiento del tema, la solución que-
da expresada en términos de un parámetro, en este caso el ángulo (ψψψψ), implícitamente 
incluido en el vector unitario empleado en las expresiones anteriores. 
 

Tratamiento en el Sistema de Laboratorio. 
Teniendo en cuenta la relación (5.10) entre los vectores velocidad respecto de siste-
mas de referencia con traslación relativa, es claro entonces, que los vectores veloci-
dad con que emergen cada una de las partículas, respecto del sistema de laboratorio, 
vendrán dados por las relaciones: 

 

1fc1f vvv ′+= rrr

 

2fc2f vvv ′+= rrr

 
Que pueden representarse mediante un diagrama vecto-
rial como el que se muestra en la figura lateral.  
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Identificando la dirección de incidencia mediante un vector unitario (ε) y teniendo en 
cuenta las expresiones anteriores y las (5.42) es inmediato que las velocidades con 
que emergen las partículas, respecto del sistema de laboratorio  pueden expresarse 
como: 
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O bien como: 
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Con lo que sus módulos vendrán dados por: 
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5.47 

Y las relaciones entre las magnitudes angulares involucradas, serán: 
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Casos de Interés Particular. 

Suponiendo: 

21 mm >  
De las expresiones anteriores resulta (vC > v’ f1), 
por lo tanto si en una gráfica similar a la mos-
trada en la página anterior, se traza un círculo de 
radio coincidente con (v’f1), el punto de impacto 
queda fuera de dicho círculo, con lo que el án-
gulo en que saldrá desviada la partícula inciden-
te, no podrá superar aquel valor que, como se 
muestra en la figura lateral, resulta de la situa-
ción en la que el vector con el que caracteriza-
mos su velocidad luego del impacto es tangente 
al círculo indicado, en cuyo caso: 
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Por lo tanto para una situación como la indicada y desde el sistema de laboratorio, no 
será posible observar una retrodisperción de la partícula incidente, fenómeno que si 
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podrá observarse desde el sistema centroidal y corresponderá al caso en el que la 
partícula blanco sale disparada en la dirección de la partícula incidente y ( η = − ε η = − ε η = − ε η = − ε ), 
en cuyo caso de (5.45) y (5.46), resulta: 
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Que en adelante reconoceremos como una colisión frontal. 
 

Suponiendo: 

21 mm <  
En este caso (vC < v’f1), y por lo tanto en una representa-
ción como la indicada anteriormente, el punto de impacto 
quedará en el interior del círculo, como se sugiere en la 
figura lateral. 
A diferencia de lo observado en el caso anterior, en esta 
oportunidad y ante una colisión frontal si será posible 
observar retrodisperción de la partícula incidente desde 
ambos sistemas y con una velocidad respecto del sistema 
de laboratorio dada por:  
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Suponiendo: 

21 mm =  

En esta oportunidad (vC < v’f1), con lo que el punto de 
impacto coincidirá con uno de los puntos de la circunfe-
rencia a la que hacemos referencia en las representacio-
nes anteriores, resultando una situación como la mostra-
da en la figura lateral, donde de (5.45) y (5.46), resulta:  
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Con lo que ante una colisión frontal de las anteriores es claro que la partícula inci-
dente quedará detenida y la partícula blanco saldrá disparada con la velocidad de la 
incidente, fenómeno que a menudo podemos observarlo en un juego de billar. 
Finalmente, para la situación que estamos considerando y teniendo en cuenta las 
expresiones anteriores, resulta interesante observar que al finalizar la colisión los 
vectores velocidad de cada una de las partículas serán tales que se anula el producto 
escalar entre ambos, esto es: 

0vv 2f1f =⋅ rr

 
Con lo que, las trayectorias de emergencia, vistas desde el sistema de laboratorio, 
serán ortogonales, lo que a menudo podemos observarlo en un juego de billar, como 
lo podrá apreciar en el video Colisiones.wmv que se recomienda ejecutar. 
Como ilustraciones de los temas considerados, se recomiendan las simulaciones a las 
que puede acceder mediante los archivos Colision-1.htm y Colision-2.htm incluidos 
en las carpetas del mismo nombre. 
 


