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4.08  RELACIONES PUNTUALES PARA UN CAMPO CONSERVATI VO. 
Considerando un campo de fuerzas conservativo, y teniendo en cuenta que en 

ese caso se satisface (4.24) resulta entonces que el integrando de la mencionada ex-
presión deberá coincidir con el diferencial de la función energía potencial asociada al 
campo de fuerza involucrado y por lo tanto: 

( ) Φ−=⋅ drdrF
rrr

 
Así, en el caso de un campo de fuerza radial esféricamente simétrico, resulta: 

( ) Φ−=⋅ ddrrf  
Donde recordemos que en este caso. 

( )rΦ=Φ  
Por lo tanto el campo de fuerza estará relacionado con la función energía potencial, 
mediante: 

dr

d
)r(f

Φ−=
 

 
4.29 

Con lo que, en una representación gráfica de la energía potencial en función de la 
coordenada radial, la pendiente de la misma en cada punto nos proporcionará infor-
mación sobre la fuerza en dicho punto, como se sugiere en la figura siguiente, donde 
se representa gráficamente una función energía potencial arbitraria dependiente úni-
camente de la coordenada radial y el sentido que tendrá la fuerza a la que se vería 
sometida una partícula en puntos del espacio con diferentes valores para la mencio-
nada coordenada. 

 
En particular resulta interesante destacar que los puntos (A) y (B) son puntos de equi-
librio, en cuanto a que la fuerza a la que se vería sometida una partícula en dichos 
puntos será nula, puesto que en los mismos la pendiente de la función se anula. Sin 
embargo existe una interesante diferencia entre ambas situaciones, ya que en el punto 
(A) un pequeño alejamiento de la posición de equilibrio dará lugar a fuerzas que 
alejarán definitivamente la partícula de dicho punto, en cambio en (B), las fuerzas 
tenderán a restituir la partícula a la posición de equilibrio, por lo que en el primer 
caso diremos que se encuentra en un estado de equilibrio inestable, en cambio en el 
segundo caso diremos que se encuentra en un estado de equilibrio estable. 
 

Finalmente y teniendo en cuenta que si un campo es conservativo, entonces. 

Φ−=⋅ drd)r(F
rrr

 
Suponiendo que la función energía potencial dependa de las tres coordenadas espa-
ciales (xyz), su diferencial vendrá dado por: 

dz
z

dy
y

dx
x

d
∂
Φ∂+

∂
Φ∂+

∂
Φ∂=Φ

 
Evaluando el miembro de la izquierda en componentes cartesianas, nos queda: 

dzFdyFdxFrd)r(F zyx ++=⋅ rrr
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Con lo que, de las anteriores resulta: 

x
Fx ∂

Φ∂−=
 y

Fy ∂
Φ∂−=

 z
Fz ∂

Φ∂−=
 

Y al campo de fuerza podremos expresarlo como: 










∂
Φ∂+

∂
Φ∂+

∂
Φ∂−= k

z
j

y
i

x
F

rrrr

 
Por lo tanto, cuando un campo es conservativo, entonces: 

Φ−∇=F
r

 

 

4.30 
Y puesto que el rotor del gradiente es nulo, resulta que si un campo de fuerza es con-
servativo, entonces: 

0F =×∇
r

 
Así, para la situación planteada en el tema anterior, cuando el campo de fuerza venía 
dado por: 

( ) ( ) j xyki ykxkxyzF 321

rrr
++=  

Con: 
2

321 mN3k     mN2k     mN1k ===  
Su rotor no es nulo y por lo tanto no se trata de un campo conservativo, con lo que el 
trabajo mecánico que dicho campo realice sobre una partícula dependerá de la trayec-
toria. En cambio para la segunda situación considerada en dicho ejemplo, cuando el 
campo de fuerza venía dado por: 

( ) ( ) j xyki ykxkxyzF 3
2

21

rrr
++=  

Con: 
2

3
2

21 mN2k     mN1k     mN1k ===  
Se puede verificar fácilmente que el rotor del campo de fuerza será nulo y por lo 
tanto el campo será conservativo y el trabajo que realizará dicho campo sobre una 
partícula será independiente de la trayectoria a lo largo de la que lo calculemos, co-
mo se menciona al final del ejemplo de referencia.  
 

Ejemplo. 
Teniendo presente las conclusiones anteriores y considerando un campo gravitatorio: 

( )
r

mM
Grg −=Φ

 
Una gráfica cualitativa en función de la coordenada radial 
se verá como se muestra en la figura lateral, resultando 
que no existen puntos de equilibrio y a cualquier distancia 
del centro de fuerza la partícula se verá sometida a una 
fuerza dirigida hacia dicho punto, que teniendo en cuenta 
(4.29) vendrá dada por: 

 

 

r2
e

r

mM
G)r(F

rr
−=

 
En el caso de un campo que resulta de la interacción con un muelle lineal, la función 
energía potencial en términos de la deformación del muelle venía dada por: 
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2
m  k 

2

1 δ=Φ
 

Con lo que una representación gráfica de la misma, en 
función de la coordenada radial nos queda como se 
muestra cualitativamente en la figura lateral, donde 
podemos observar que existe un punto de equilibrio 
estable donde la deformación del muelle es nula. 

 

 
Siendo la fuerza atractiva cuando la deformación es positiva, o sea cuando el muelle 
está elongado, y repulsiva cuando la deformación es negativa, o sea cuando el muelle 
está comprimido. 
 
4.09 ENERGÍA  MECÁNICA. 
 Consideremos el caso de una partícula que se desplaza a lo largo de una deter-
minada trayectoria entre dos puntos (A) y (B) de la misma, sometida a la interacción 
con diferentes campos de fuerza conservativos, cuya resultante identificaremos con 
(FC) y  no conservativos, cuya resultante identificaremos con (FNC), teniendo en 
cuenta el teorema de las fuerzas vivas resulta que: 

( ) AB
B

A NCC TTrdFF −=⋅+∫
rrr

 
Que sin lugar a dudas podemos expresar como: 

AB
B

A NC
B

A C TTrdFrdF −=⋅+⋅ ∫∫
rrrr

 

 

4.31 

Donde la primera integral puede expresarse en términos de la función energía poten-
cial asociada con la resultante de las fuerzas de interacción, que en vista de su defini-
ción no es otra cosa que la suma de las funciones energías potenciales asociadas con 
cada uno de los campos de fuerza conservativos involucrados, o sea. 

∑Φ=Φ
i

i
 

Puesto que: 

( )∑∑∫∫ ∑∫ Φ−Φ−=⋅=⋅






=⋅
i

iAiB
i

B

A Ci
B

A
i

Ci
B

A C rdFrdFrdF
rrrrr

 
Con lo que: 

( )BB
i i

iAiB
B

A C rdF Φ−Φ−=






 Φ−Φ−=⋅ ∑ ∑∫
rr

 
De (4.31) resulta: 

( ) ( )BBAB
B

A NC TTrdF Φ−Φ+−=⋅∫
rr

 
Que podemos expresar como: 

( ) ( )BABB
B

A NC TTrdF Φ+−Φ+=⋅∫
rr

 
Definiendo la Energía Mecánica del Sistema, como: 

Φ+= TE  
Es claro que la anterior puede expresarse en términos de esta nueva magnitud, como: 

AB
B

A NC EErdF −=⋅∫
rr
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Que nos muestra a los cambios observados en la energía mecánica de un sistema 
directamente vinculados con el trabajo mecánico que realizan las fuerzas no conser-
vativas a que esta sometido. 
 

Conservación de la Energía Mecánica. 
De la expresión anterior resulta que, si el trabajo realizado por la resultante de las 
fuerzas no conservativas es nulo o bien si la totalidad de las fuerzas actuantes son 
conservativas, entonces la energía mecánica del sistema permanecerá constante e 
igual al valor que tenia en el instante inicial. 

oEE =  
Conclusión que en adelante reconoceremos como Teorema de Conservación de la 
Energía Mecánica y que como veremos es una herramienta sumamente útil para la 
resolución de problemas. 
Finalmente, es oportuno destacar que la conservación de la energía mecánica de nin-
guna manera implica la conservación de las energías, cinética y potencial. Implica la 
conservación de la suma de ambas magnitudes y por lo tanto un incremento en una 
de ellas deberá estar acompañado necesariamente de una disminución en la restante y 
viceversa. 
 

Ejemplo. 
Consideremos el caso de una partícula que es lanzada verticalmente desde un punto a 
una distancia (ro) del centro de la tierra con una velocidad (Vo) inferior a la velocidad 
de escape. 
Suponiendo despreciable la interacción con la atmósfera la partícula estará sometida 
únicamente a la interacción con el campo gravitatorio terrestre y por lo tanto su ener-
gía mecánica permanecerá constante e igual a la que tenia en el instante del lanza-
miento, con lo que, su energía mecánica en cualquier instante posterior al indicado, 
cuando se encuentre a una distancia (r) del centro de la tierra, deberá ser tal que: 

( )
o

ErE =  
Luego en dicho punto se verificará que: 

( ) ( )
oo
rTrT Φ+=Φ+  

Y por lo tanto: 

o

o r

mM
Gmv

2

1

r

mM
Gmv

2

1 22 −=−
 

De donde obtenemos que su velocidad en función de la coordenada radial 
vendrá dada por: 









−−=

r

1

r

1
GM2vv 22

o

o

 
Coincidente con la expresión lograda anteriormente al tratar un tiro vertical de largo 
alcance mediante la integración de la ecuación de Newton. 
Resulta interesante realizar un análisis cualitativo de la situación planteada valiéndo-
nos de una gráfica de las energías involucradas como la que se muestra en la figura 
siguiente, donde se gráfica la función energía potencial y la energía mecánica de la 
partícula, claramente constante e igual a la que teníamos inicialmente, resultante de 
sumar la  energía  potencial gravitatoria mas la energía cinética dada a la partícula en 
el instante del lanzamiento, esto es: 
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oo
Φ+= TE  

Con lo que, la energía cinética de la partícula en 
diferentes puntos de su trayectoria vendrá dada por 
la diferencia entre su energía mecánica y el valor 
que toma la función energía potencial en dichos 
puntos, esto es: 

( ) ( )rErT Φ−=
o   

Que en la figura se indica con líneas enteras para tres puntos de la coordenada radial 
entre su valor de lanzamiento y el máximo que dicha coordenada puede alcanzar, que 
sin lugar a dudas corresponde al que se obtiene de igualar la energía mecánica con la 
potencial, con lo que dicho valor deberá ser tal que: 

 

( )
o

Erm =Φ  

 
De donde resulta 

o
E

mM
Grm −=

 
Siendo importante tener presente que para la situación en consideración, a la que se 
hace referencia cualitativamente en la figura, la energía mecánica de la partícula es 
negativa. 
De lo expuesto es claro que si deseamos incrementar el valor máximo de la coorde-
nada radial, esto es, incrementar la altura que puede alcanzar la partícula, será nece-
sario incrementar la energía mecánica correspondiente al instante del lanzamiento, ya 
sea efectuando el lanzamiento desde mayor altura o bien incrementando la energía 
cinética inicial (notar que como la energía mecánica es negativa, un incremento de la 
misma se corresponde con un valor absoluto mas pequeño). En particular si deseára-
mos alcanzar puntos infinitamente alejados del centro de la tierra será necesario que 
la energía mecánica mínima en el instante inicial sea nula, lo que requiere que en 
dicho instante la energía cinética coincida numéricamente con la potencial. 
Resulta oportuno destacar que los únicos valores posibles para la coordenada radial 
son aquellos para los cuales la energía potencial de la partícula es menor o igual que 
su energía mecánica, conjunto de puntos que en la figura anterior se indica con doble 
trazo a lo largo del eje horizontal. 
En la figura lateral se puede observar como 
depende la altura máxima de la velocidad con 
que se efectúa el lanzamiento para tres situa-
ciones diferentes. Cuando se lo hace desde la 
superficie de la tierra (ro = RT), cuando se lo 
hace desde un punto cuya distancia al centro 
de la tierra es igual al doble del radio de la 
tierra (ro = 2RT), y finalmente cuando el lan-
zamiento se realiza desde una distancia igual a 
cuatro veces el radio terrestre (ro = 4RT). 

 

 
Finalmente y para las situaciones consideradas se obtiene los valores para la veloci-
dad de escape que se indican a continuación, que recordemos podemos obtenerla 
teniendo en cuenta que para que llegue infinitamente lejos del centro de la tierra será 
necesario que la energía mecánica en el instante inicial sea nula, lo que requiere que 
en dicho instante la energía cinética coincida numéricamente con la potencial, con lo 
que dicha velocidad resulta. 

or

GM2
ve =
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Resultando para la velocidad de escape desde diferentes puntos de lanzamiento, los 
valores que se indican a continuación. 

ro = RT 
ve = 11.193  m / seg = 40.295  km / h 
ro = 2RT 
ve =  7.895  m / seg  = 28.427  km / h 
ro = 4RT 
ve =  5.584  m / seg  = 20.101  km / h 

 

Ejemplo. 
Consideremos ahora la situación que se sugiere en la 
figura lateral, correspondiente a un cuerpo de masa (m) 
que desliza, libre de rozamiento, a lo largo de la superfi-
cie exterior de un casquete esférico luego de ser lanzado 
desde el vértice con una velocidad como la indicada en 
la mencionada figura.  
Teniendo en cuenta que la fuerza que resulta de la interacción entre el cuerpo y el 
casquete no realiza trabajo mecánico por ser normal a la trayectoria en todo momento 
y en vista de que el campo gravitatorio es un campo conservativo, es claro que la 
energía mecánica de la partícula permanecerá constante y por lo tanto en cualquier 
punto de la trayectoria a lo largo del casquete se verificará que: 

oo
Φ+=Φ+ TT  

Con lo que, determinando la coordenada vertical desde la base del casquete, resulta: 

mgRmv
2

1
cosmgRmv

2

1 22 +=θ+
o

 
De donde: 

( )θ−+= cos1gR2vv 22
o  

Teniendo en cuenta la relación entre la velocidad de la partícula y su velocidad angu-
lar determinada respecto del centro del casquete, resulta: 

( )θ−+=θ cos1
R

g2

R

v
2

2
2 o&

 
Planteando ahora las componentes polares de la ecuación de Newton tenemos que: 

2
r mRcosmgNe θ=θ−→ &
r

 
θ=θ→θ
&&

r
mRsenmge  

Con lo que de la ecuación correspondiente a la componente radial obtenemos para la 
fuerza que resulta de la interacción entre el cuerpo y el casquete, la siguiente expre-
sión en función de la coordenada angular: 

R

v
mmg2cosmg3N o−−θ=

 
En particular, el valor de la coordenada angular en el instante en que el cuerpo se 
despega del casquete corresponderá al valor para el que se anula la interacción indi-
cada anteriormente, en cuyo caso de la anterior obtenemos que el valor de dicha co-
ordenada será tal que: 
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Rg3

v

3

2
cos

2
o+=θ

 
Expresión que tiene sentido siempre que: 

3

2

Rg3

v
            1

Rg3

v

3

2 22

≤∴≤+ oo

 
O sea si la velocidad inicial es tal que: 

Rgv ≤
o  

En particular si el cuerpo fuera lanzado con la velocidad indicada anteriormente, se 
despegaría del casquete en el punto de lanzamiento, lo que también sucedería con 
cualquier otro valor de velocidad inicial superior al mencionado. En cambio si el 
cuerpo se aparta muy lentamente de su posición de equilibrio, esto es suponiendo 
nula su velocidad inicial, iniciará el recorrido a lo largo del casquete para despegarse 
del mismo en el punto en que su coordenada angular es tal que: 

o48          
3

2
cos ≅θ∴=θ

 
Independiente de la masa del cuerpo involucrado, como lo podrá apreciar en la simu-
lación Cúpula que se recomienda ejecutar. 
 

Ejemplo. 
La figura lateral muestra un cuerpo de masa (m) 
que desliza con una velocidad (V0) a lo largo de 
una superficie horizontal libre de rozamiento para 
impactar con un muelle lineal que se encuentra 
inicialmente comprimido en una longitud (δo). 

 

 
Suponiendo que el cuerpo queda acoplado al resorte y puesto que el sistema está libre 
de rozamiento, la energía mecánica del sistema permanecerá constante y por lo tanto: 

2222 k
2

1
mv

2

1
k

2

1
mv

2

1
oo

δ+=δ+
 

Con lo que la velocidad del centro de masa del cuerpo en función de la compresión 
del resorte y de las condiciones iniciales vendrá dada por: 

( )2222

m

k
vv

oo
δ−δ−=

 
De donde, la máxima deformación en el instante en que se anula su velocidad resulta: 

22
m v

k

m
oo

+δ=δ
 

Coincidente con la obtenida al tratar el tema "oscilaciones libres" a lo largo del se-
gundo capítulo, pudiendo observarse que esta expresión nos proporciona la amplitud 
con que oscilará el cuerpo alrededor de su posición de equilibrio luego de quedar 
acoplado al resorte. 
Resulta interesante identificar estas conclusiones en una representación gráfica de las 
energías involucradas en función de la deformación del resorte, como se muestra en 
la figura siguiente, donde con trazo doble sobre el eje horizontal se indica la zona en 
la que podrá desplazarse el centro de masa del cuerpo y con trazo lleno sobre el eje 
vertical se indica la energía cinética inicial entregada al sistema. 
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Finalmente, si deseáramos ampliar la zona en la que 
se desplazará el cuerpo deberíamos entregarle mayor 
energía mecánica al sistema, ya sea incrementando la 
energía cinética con que es lanzado el cuerpo o bien 
la deformación inicial del resorte. 
 

 
 

Ejemplo. 
Como una adecuada aplicación del teorema 
de conservación veremos como, a partir de 
éste es posible obtener una expresión para 
la ecuación de movimiento. 

 

 
Con este propósito pensemos nuevamente en un sistema libre de rozamiento com-
puesto por un cuerpo que interactúa con un muelle lineal como el que se sugiere en la 
figura anterior, donde la coordenada de posición se determina a partir de la configu-
ración de equilibrio. 
Suponiendo que el sistema se aparta de la configuración de equilibrio y se lo deja en 
libertad, es claro que la energía mecánica permanecerá constante y por lo tanto: 

Ekx
2

1
mv

2

1 22 =+
 

Derivando temporalmente y teniendo en cuenta que la energía mecánica permanece 
constante, obtenemos: 

0xkxvmv =+ &&  
Que en términos de la coordenada de posición y sus derivadas temporales nos queda. 

0xkxxxm =+ &&&&  

De donde: 

x
m

k
x −=&&

 
Coincidente con la ecuación obtenida al tratar las oscilaciones libres de un cuerpo 
sujeto a un muelle. 
 

Análogamente, en el caso de un péndulo puntual como 
el sugerido en la figura lateral, al que suponemos se lo 
deja en libertad desde la posición indicada y teniendo 
en cuenta que la fuerza que resulta de la interacción 
con la cuerda no realiza trabajo mecánico por ser en 
todo momento normal a la trayectoria, es inmediato 
que la energía mecánica del sistema permanecerá 
constante y por lo tanto, determinando la coordenada 
vertical desde el vértice de la trayectoria, resulta: 

 
 
 

 

( ) Ecos1mgLmv
2

1 2 =φ−+
 

Expresando la velocidad de la partícula en términos de la derivada temporal de su 
coordenada angular, de la anterior obtenemos que: 
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( ) Ecos1mgLmL
2

1 22 =φ−+φ&
 

Derivando temporalmente y puesto que la energía mecánica permanece constante, 
resulta: 

0senmgLmL2 =φφ+φφ &&&&
 

De donde operando algebraicamente es inmediato que: 

φ−=φ sen
L

g&&

 
Coincidente con la ecuación obtenida al considerar esta situación anteriormente. 
 

Simulaciones Recomendadas. 

Movimiento Sobre la Superficie de un Casquete Esférico. 
Como ya se lo mencionara anteriormente y como una ilustración del ejemplo plan-
teado en la página 160, se recomienda trabajar con la simulación a la que puede ac-
ceder ejecutando el archivo Cupula.htm incluido en la carpeta del mismo nombre. 
 

Movimiento en el Interior de una Cicloide - I 
Ejecutando el archivo Cicloide-1.htm, incluido en la carpeta del mismo nombre, ac-
cederá a una simulación con la que podrá verificar que el tiempo empleado por una 
partícula en desplazarse entre dos puntos extremos a lo largo de superficies libres de 
rozamiento, como la recta y la cicloide que se muestran en la figura, será mínimo 
cuando lo hace a lo largo del interior de la cicloide. 

 
Al respecto resulta oportuno mencionar que el tiempo empleado a lo largo de una 
cicloide es en realidad el mínimo necesario para unir dos puntos pertenecientes a 
trayectorias arbitrarias. 
 

Movimiento en el Interior de una Cicloide - II 
Ejecutando el archivo Cicloide-2.htm, incluido en la carpeta del mismo nombre, po-
drá acceder a una simulación con la que podrá verificar que el tiempo empleado por 
una partícula en desplazarse a lo largo del interior de una cicloide, desde un punto 
cualquiera hasta el vértice de dicha superficie, es independiente del punto desde don-
de se la deja caer. 
Teniendo en cuenta la propiedad indicada anteriormente, es claro que el período de 
un péndulo que se desplace a lo largo de una cicloide resultará independiente de la 
amplitud con la que oscila, sistema conocido como péndulo sincrónico. 
 

Movimiento en el interior de un Casquete Esférico. 
Ejecutando el archivo Casquete.htm, incluido en la carpeta del mismo nombre, podrá 
acceder a una simulación con la que podrá verificar que el tiempo empleado por una 
partícula en completar una oscilación a lo largo del interior de un casquete esférico 
libre de rozamiento, depende de la amplitud de dicha oscilación, tal como sucede en 
el caso de un péndulo puntual donde el cuerpo suspendido se desplaza a lo largo de 
una trayectoria circular. 
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Balance Energético en un Muelle. 
Ejecutando el archivo Muelle-2.htm, incluido en la carpeta del mismo nombre, podrá 
acceder a una simulación destinada a ilustrar el intercambio energético en el caso de 
un cuerpo que se apoya sobre un muelle inicialmente sin deformación. 
 

Movimiento a lo Largo de la Superficie Interior de un Bucle 
Ejecutando el archivo Bucle.htm, incluido en la carpeta del mismo nombre, podrá 
acceder a una simulación destinada a ilustrar el movimiento de un cuerpo a lo largo 
de la superficie interior de un bucle contenido en un plano vertical. 
 
4.10 ZONAS CLÁSICAMENTE PROHIBIDAS Y PERMITIDAS. 
 Considerando una partícula sometida a un conjunto de fuerzas conservativas y 
designando con (Φ) a la función energía potencial asociada con el sistema de fuerzas 
indicado, de lo desarrollado anteriormente es claro que la energía mecánica de la 
partícula permanecerá constante y por lo tanto: 

( ) ErT =Φ+ r

 
Donde recordemos que: 

o
EE =  

De la anterior resulta que la energía cinética será una función de las coordenadas del 
punto tal que: 

( ) ( )rErT
rr Φ−=  

 

4.32 
Puesto que dicha función deberá ser necesariamente positiva, de lo contrario daría 
lugar a una velocidad imaginaria, que carece de significado físico, la igualdad ante-
rior nos indica que, de acuerdo con éste formalismo, la partícula solamente podrá 
encontrarse en puntos con coordenadas espaciales tales que: 

( )rE
rΦ≥  

Conjunto de puntos que en general definirán una zona en el espacio, a la que en ade-
lante reconoceremos como  Zona Clásicamente Permitida. 
Análogamente el conjunto de puntos cuyas coordenadas espaciales sean tales que: 

( )rE
rΦ<  

Definirán una zona en el espacio donde, de acuerdo con este formalismo, será impo-
sible encontrar la partícula y que conocemos como Zona Clásicamente Prohibida. 
Así en el ejemplo que se ofrece en la página 158 la zona permitida para la partícula 
está definida por el conjunto de puntos pertenecientes al volumen de una esfera con 
radio (rm). Si deseáramos ampliar la zona permitida para la partícula sería necesario 
incrementar su energía mecánica, tal como se menciona en el tratamiento del ejemplo 
de referencia. Análogamente para la situación considerada en el ejemplo ofrecido en 
la página 161, la zona permitida está definida por el conjunto de puntos para los cua-
les la deformación del resorte es menor o igual que (δm) indicada con doble trazo 
sobre el eje horizontal. 
Ejecutando el archivo Acotados.htm, podrá acceder a una simulación que le permitirá 
visualizar, para diferentes valores de la energía mecánica, las características del mo-
vimiento de una partícula en un campo de fuerza que deriva de un potencial elástico 
y luego, en la segunda simulación, en un campo de fuerza que deriva de un potencial 
de Morse, que le permitirá observar la interesante semejanza que existe entre las 
variaciones temporales en el estado de movimiento de partícula incluida en dicha 
simulación, con las variaciones temporales observadas en la coordenada radial del 
satélite en órbita elíptica alrededor de la tierra que se muestra en el video Eliptica. 
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Fracasos del Formalismo Clásico. 
Las conclusiones indicadas anteriormente son compatibles con el formalismo en 
desarrollo y describen adecuadamente el comportamiento de los sistemas macroscó-
picos no así el de aquellos sistemas formados por partículas con masas sumamente 
pequeñas que conocemos como sistemas microscópicos, en los que puede verificarse 
experimentalmente que existe una probabilidad no nula de encontrar una partícula en 
puntos pertenecientes a una zona clásicamente prohibida, esto es, prohibida según el 
formalismo que actualmente estamos tratando, lo que nos muestra una nueva limita-
ción en cuanto al alcance del formalismo en consideración. 
Así, en el proceso de decaimiento espontáneo mediante el cuál un núcleo se fisiona 
emitiendo una partícula alfa para dar lugar a un núcleo con una configuración mas 
estable, y como consecuencia de la interacción nuclear y coulombiana, dicha partícu-
la se ve sometida a un campo de fuerzas que deriva de una función energía potencial 
que depende de la coordenada radial como la indicada cualitativamente en la figura 
siguiente, donde RN es el radio nuclear. 
Dicha gráfica muestra que la energía mecánica de la partícula emitida durante el de-
caimiento es inferior a la energía potencial del sistema en aquellos puntos pertene-
cientes al casquete esférico de radios extremos (R1) y (R2). Puesto que inicialmente 
la partícula se "encontraba" en el interior del núcleo, esto es en la zona con coorde-
nada radial inferior a (R1) y posteriormente la detectamos fuera del núcleo, o sea en 
la zona con coordenada radial superior a (R2) es claro que el proceso no puede ser 
explicado por el formalismo que estamos desarrollando, atendiendo que lo mencio-
nado requiere el "pasaje" de la partícula por puntos pertenecientes a una zona clási-
camente prohibida, motivo por el que al fenómeno se lo conoce como efecto túnel. 

 
Procesos como el indicado juntamente con otros de naturaleza semejante, llevaron a 
la necesidad de pensar en un nuevo formalismo capaz de explicar adecuadamente el 
comportamiento de dichos sistemas y que actualmente conocemos como Mecánica 
Cuántica. Según este formalismo, la probabilidad de encontrar una partícula en una 
zona clásicamente prohibida ya no es nula y está relacionada con la masa de la partí-
cula y con las energías involucradas en el proceso. 
 
4.11 MOVIMIENTO EN UN CAMPO DE 
 FUERZA RADIAL ESFÉRICAMENTE SIMÉTRICO. 
 A lo largo de este tema consideraremos nuevamente el caso de una partícula 
sometida a un campo de fuerza radial esféricamente simétrico, que formalmente po-
demos expresar como: 

( ) re rfF
rr

=  
Teniendo en cuenta lo indicado y teniendo presente lo desarrollado anteriormente, es 
claro que se conservará el vector momento angular de la partícula y se desplazará a 
lo largo de una trayectoria plana que contiene el centro de fuerzas, de manera que su 
velocidad angular, determinada respecto del mencionado punto, dependerá de la co-
ordenada radial según: 
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2mr

L
o& =θ

 

 
4.33 

Por otro lado, teniendo en cuenta que se trata de un campo conservativo que deriva 
de una función energía potencial que depende únicamente de la coordenada radial, 
como se indica a continuación. 

( )rΦ=Φ  
La energía mecánica de la partícula permanecerá constante y podrá ser expresada en 
todo momento como: 

( )
o

ErT =Φ+  
Teniendo en cuenta que la partícula se desplazará a lo largo de una trayectoria plana 
y expresando a su vector velocidad en componentes polares, de la anterior resulta: 

( ) ( )
o

&& Errrm
2

1 222 =Φ+θ+
 

De donde luego de tener en cuenta (4.33) obtenemos: 

( ) 







+Φ−=

2

2
2

mr2

L
rErm

2

1
o

o
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Definiendo la función energía potencial ficticia, como: 

( ) ( )
2

2

mr2

L
rr o+Φ=Φ∗
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La ecuación anterior puede expresarse como: 

( )rErm
2

1 2 ∗Φ−=
o

&

 

 
4.35 

Con lo que, en lo que a la componente radial se refiere, todo sucederá como si la 
partícula estuviera sometida a un campo de fuerza ficticio que deriva de la función 
(4.34), que como podemos notar depende únicamente de la coordenada radial y de 
las condiciones iniciales, a través del momento angular inicial. Por lo tanto, al movi-
miento en la dirección radial podremos estudiarlo a partir de (4.35), mientras que al 
comportamiento en lo que a la coordenada angular se refiere, a partir de (4.33). 
En particular de (4.35) resulta que la zona permitida para la partícula estará definida 
por el conjunto de puntos cuya coordenada radial sea tal que la función dada por 
(4.34) sea inferior o igual a la energía mecánica de la mencionada partícula, con lo 
que zona permitida resultará independiente del valor que tome la coordenada angular, 
con la única condición de que se satisfaga lo mencionado anteriormente, y por lo 
tanto, dichas zonas tendrán simetría esférica. 
Finalmente, y siempre en lo que a la coordenada radial se refiere, resulta interesante 
destacar que la ecuación (4.35) es formalmente equivalente a la ecuación que obten-
dríamos para el caso de una partícula que se mueva en una dimensión sometida a un 
campo de fuerzas que deriva de una función energía potencial que dependa única-
mente de dicha coordenada, en cuyo caso la energía cinética de la partícula sería tal 
que: 

( )xExm
2

1 2 Φ−=
o

&
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Teniendo presente ésta semejanza formal entre el planteo de un problema unidimen-
sional conservativo y el del problema que estamos considerando en esta oportunidad, 
en lo que a su componente radial se refiere, se suele identificar a este último como 
problema unidimensional equivalente. 
 

Tiro Oblicuo de Largo Alcance. 
Como una aplicación de lo tratado, consideremos el 
caso de una partícula que es lanzada oblicuamente 
con una velocidad (V0) desde un punto cuya coorde-
nada radial, respecto del centro de la tierra, es (ro) 
como se indica en la figura lateral.  
Suponiendo que posteriormente queda sometida únicamente a la interacción con el 
campo gravitatorio la función definida mediante (4.34) resulta: 

( )
r

mM
G

mr2

L
r

2

2

−=Φ∗ o
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Con las condiciones iniciales que se indican a continuación: 

oooo θ= senvmrL  

ooo
&θ= 2mrL  

o

oo r

mM
Gmv

2

1
E 2 −=

 
Con lo que, la zona clásicamente permitida para la partícula estará formada por el 
conjunto de puntos cuya coordenada radial sea tal que la función (4.36) sea menor o 
igual que su energía mecánica, tal como se indica en la primera de las gráficas que se 
muestran a continuación, con trazo marrón sobre el eje horizontal, para el caso de 
una partícula cuya energía mecánica es negativa y superior al mínimo de la función 
definida anteriormente. 
Teniendo en cuenta que la zona permitida está referida a la coordenada radial, inde-
pendiente del valor que tome la coordenada angular, para la situación en considera-
ción dicha zona será una corona esférica limitada por las superficies con los radios 
extremos rp y ra indicados en la gráfica siguiente, tal como se representa en la figura 
de la derecha y puesto que la trayectoria de la partícula estará contenida en un plano 
resulta que la misma estará acotada por circunferencias concéntricas cuyos radios son 
los indicados anteriormente, que nos identifican la máxima y mínima distancia a la 
que se podrá encontrar la partícula del centro de fuerza y que conocemos como apo-
geo y perigeo, respectivamente. 

 

 

 
En este momento resulta oportuno observar que el análisis efectuado no nos propor-
ciona información sobre la forma de la trayectoria a lo largo de la que se desplazará 
la partícula, solamente nos indica que estará contenida en la zona mencionada ante-
riormente y deberá ser tal que, de alcanzar los valores extremos para la coordenada 
radial, lo hará de manera que la componente radial del vector velocidad será nula ya 



Ochoa - Castaño 
Energía Mecánica y Teorema de Conservación. 

 4.134 

que en dichos puntos la función energía potencial definida por (4.36) coincidirá con 
la energía mecánica de la partícula y por lo tanto bajo esas condiciones, la ecuación 
(4.35) nos arroja un valor nulo para dicha componente. Sin embargo y teniendo en 
cuenta (4.33) su velocidad angular y por lo tanto la componente transversal de su 
velocidad, no será nula. Con lo que la trayectoria a lo largo de la que se desplazará la 
partícula podría tener un aspecto tan caprichoso como el indicado en la figura si-
guiente, que claramente satisface los requisitos recientemente mencionados. 

 
Sin embargo, resolviendo la Ecuación Diferencial de Binet, que se ofrece al finalizar 
este capítulo, es posible demostrar que la trayectoria a lo largo de la que se desplaza-
rá la partícula será una elipse con foco en el centro de fuerzas y puntos apsidales 
coincidentes con los valores extremos indicados anteriormente e identificados como 
apogeo y perigeo, como se sugiere en la figura siguiente y como lo podrá apreciar en 
el video recomendado anteriormente, que se recomienda correr nuevamente, donde 
además podrá observar que los cambios temporales en la coordenada radial son len-
tos en el apogeo y rápidos en el perigeo, como también lo podrá observar en la se-
gunda simulación que se ofrece en la página a la que puede acceder ejecutando el 
archivo Acotados.htm, donde la partícula se mueve a sometida a un campo de fuerza 
que deriva de una función energía potencial con características similares a las de 
aquella definida por (4.36). 

 
Suponiendo para la partícula diferentes estados energéticos, conseguidos mediante 
variaciones en su vector velocidad inicial, sin alterar su componente transversal, a los 
efectos de mantener el mismo valor de su momento angular, obtenemos situaciones 
como las que se indican en la figura siguiente, donde resulta interesante observar que 
la mínima energía mecánica, necesaria para que el radio del apogeo sea infinito, o sea 
para que la partícula pueda llegar infinitamente lejos del centro de fuerza, será nula. 
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De lo mencionado anteriormente, resulta que la mínima velocidad con la que debe-
remos lanzar la partícula para que pueda llegar infinitamente lejos del centro de fuer-
za, que hemos identificado como velocidad de escape, deberá ser tal que: 

0
r

mM
Gmv

2

1 2 =−
o

o

 
De donde obtenemos que la mencionada velocidad de escape vendrá dada por: 

or

GM2
v escapeo =−

 
Claramente coincidente con la obtenida al considerar un tiro vertical y horizontal, 
siendo posible demostrar que para la situación en consideración la partícula se des-
plazará a lo largo de una parábola, con el vértice en el punto de lanzamiento cuando 
se lo realiza horizontalmente. 
Suponiendo lanzamientos con velocidades mayores que 
la indicada anteriormente, realizados sin alterar la com-
ponente transversal del vector velocidad, como se sugie-
re en la figura lateral, puesto que de lo contrario altera-
ríamos el valor del momento angular inicial y por lo 
tanto la función (4.36), la partícula “escapará” del cam-
po gravitatorio a lo largo de una trayectoria hiperbólica. 

 

 
El movimiento a lo largo de una trayectoria circular requerirá que el lanzamiento sea 
horizontal y se realice con una velocidad tal que, la fuerza gravitatoria proporcione la 
componente normal necesaria para dicha trayectoria, con lo que su velocidad deberá 
ser tal que: 

2

2

r

mM
G

r

v
m

oo

o =
 

De donde resulta que la partícula deberá ser lanzada horizontalmente con una veloci-
dad dada por: 

or

GM
v co =−

 

 
4.37 

Y por lo tanto con una energía mecánica dada por: 

or2

mM
GEoc −=

 
Suponiendo ahora que deseáramos que la partícula se mueva a lo largo de una órbita 
circular, contenida en el plano del ecuador terrestre y permaneciendo sobre un mismo 
punto del planeta, conocida como órbita geoestacionaria, como la que podrá obser-
var en el video Geoestacionaria, y que es el tipo de órbita a lo largo de las cuales se 
desplazan los satélites de comunicaciones, su velocidad angular (w) deberá coincidir 
con la del planeta y por lo tanto de (4.37) resulta que el radio de dicha órbita deberá 
ser tal que: 

g
g r

GM
r w =
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De donde obtenemos que dicho radio, en función del período con el que rota el pla-
neta, vendrá dado por: 

32
31

g 2

T
)GM(r 









π
=

 
Que para el caso de nuestro planeta, resulta: 

km 000.36rg =
 

Finalmente, considerando un cuerpo sometido a un campo gravitatorio, como un 
satélite alrededor de la Tierra o los planetas alrededor del Sol, la coordenada vecto-
rial de su centro de masa respecto del centro de fuerza barrera áreas como las que se 
sugieren en la figura siguiente, con una velocidad que llamaremos velocidad areal y 
que vendrá dada por: 

 

dt

dA
vA =

 
Con lo que.  

t

A
limv

0t
A ∆

∆=
→∆  

Por otro lado, teniendo en cuenta que el área del paralelogramo entre dos vectores 
como los que se muestran en la figura siguiente, viene dada por: 

rr
rr ∆×

 

Resulta que el área de la mitad del paralelogramo 
indicado anteriormente, vendrá dada por:  

rr
2

1 rr ∆×
  

Con lo que a la velocidad areal podremos expresarla en términos del módulo del 
momento angular, como: 

L
m2

1
vmr

m2

1
vr

2

1
vA =×=×= rvrv

 
Puesto que la masa de la partícula y el módulo del momento angular permanecen 
constante, es claro entonces que la velocidad areal permanecerá constante, resultado 
este conocido como segunda ley de Keppler, que en términos del momento angular 
por unidad de masa ( lo ) podemos expresar como: 

2

l
vA

o=
 

 

4.12 ECUACIÓN DIFERENCIAL DE BINET. 
Considerando nuevamente el caso general de una partícula sometida a un campo 

de fuerza radial esféricamente simétrico, la componente radial de la ecuación de 
Newton nos queda expresada como: 

)r(f)rr(m 2 =θ− &&&
 

Que teniendo en cuenta las conclusiones anteriores y en términos del momento angu-
lar específico (momento angular por unidad de masa) lo  puede expresarse como: 
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Por otro lado, expresando la derivada temporal de la coordenada radial como: 

θ
θ

= &&
d

dr
r

 
Que teniendo nuevamente en cuenta la relación entre la velocidad angular y la coor-
denada radial, nos queda: 

θ
=

d

dr

r

l
r

2
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Que podemos expresar como: 
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Con lo que la segunda derivada temporal, nos queda: 
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Que podemos expresar como: 
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Finalmente, teniendo en cuenta nuevamente, la relación entre la velocidad angular y 
la coordenada radial nos queda: 










θ
−=

r

1

d

d

r

l
r

2

2

2

2
o&&

 
Teniendo presente las conclusiones anteriores y definiendo la nueva variable: 

r

1
u =

 
La componente radial de la ecuación de Newton nos queda: 

222

2
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d

ud
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Que conocemos como Ecuación Diferencial de Binet y cuya solución nos proporcio-
nará una expresión para la coordenada radial de la partícula en función de su coorde-
nada angular, como lo veremos en la aplicación que trataremos a continuación. 
 

Tiro de Largo Alcance. 
Considerando nuevamente el caso de una partícula de masa (m) que, es lanzada obli-
cuamente desde un punto a una distancia (r) del centro de un planeta de masa (M), 
como se sugiere en la figura, esta se verá sometida a un campo de fuerza radial esfé-
ricamente simétrico, tal que: 

2r

mM
G)r(f −=
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Que en término de la nueva variable nos queda: 
2GmMu)u(f −=  

Con lo que la ecuación diferencial de Binet, para la 
situación en consideración, nos queda: 
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Ecuación diferencial de segundo grado, cuya solución general viene dada por: 

)cos(A
l

GM
)(u

2
δ+θ+=θ

o  
Que en términos de la constante (ε) y de la de la coordenada radial, resulta: 
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Relación funcional que corresponde a la forma polar de la ecuación de una cónica 
con foco en el punto desde el que se determina la coordenada radial, en este caso, 
claramente coincidente con el centro de fuerza, y en la que el argumento se determi-
na a partir del eje pasante por dicho punto y el vértice de la cónica, con lo que, si la 
coordenada angular se determina a partir de dicho eje, como se sugiere en la figura 
lateral, la anterior nos queda: 
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l
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1
2

θε+=
o   

Que dará lugar a diferentes tipos de trayectorias cónicas, según sea el valor de la 
constante (ε) a la que sin lugar a dudas podemos identificar con la excentricidad de 
dicha cónica y que a continuación trataremos de expresar en término de las condicio-
nes iniciales o bien de magnitudes directamente vinculadas con las mismas, tales 
como el momento angular y la energía mecánica de la partícula, que permanecerán 
constante a lo largo del movimiento. 
Con este propósito tengamos en cuenta que la energía mecánica de la partícula en 
función de la coordenada radial y sus derivadas temporales vendrá expresada como: 

r
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Por otro lado, derivando temporalmente la solución recientemente obtenida, resulta: 

θε= sen
l

GM
r
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Teniendo en cuenta las conclusiones anteriores, a la energía mecánica podemos ex-
presarla como: 
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De donde finalmente obtenemos: 
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Que nos proporciona una expresión para la excentricidad de la trayectoria en función 
de la energía mecánica y momento angular de la partícula, ambas constantes del mo-
vimiento, claramente dependientes de las condiciones iniciales. 
Para un dado momento angular y suponiendo para la energía mecánica diferentes 
valores, de la anterior resultan las situaciones que se muestran en la figura siguiente. 

E 0 < 0 
ε < 1 
elipse 

 

E 0 = 0 
ε = 1 

parábola 
 

E 0 > 0 
ε > 1 

hipérbola  
Coincidentes con las situaciones a las que hiciéramos referencia en el tratamiento 
cualitativo realizado anteriormente y donde la energía para el caso de una trayectoria 
circular se puede obtener requiriendo que se anule la excentricidad, resultando: 
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Finalmente, suponiendo dadas las condiciones que garantizan una trayectoria elípti-
ca, y teniendo en cuenta las conclusiones anteriores podemos obtener expresiones 
para los radios mayor y menor de la elipse, resultando respectivamente dados por: 
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Con lo que, el período de circunvalación a lo largo de la órbita mencionada, resulta: 
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Conocida como Tercera Ley de Kepler, en mérito a conclusiones obtenidas por el 
mismo a partir de mediciones que se realizaran oportunamente. 
 


