Ochoa - Castafio
Sistemas Rigidos con Movimiento Plano

6.03 APLICACIONES
Consideraremos a lo largo de este tema algunasgines de interés particular
vinculadas con sistemas en equilibrio, en trastg@é rotacion y en roto - traslacion.

Sistema en Equilibrio.

Diremos que un sistema rigido esta en equilibspeeto de un sistema de referencia
cuando no se observan cambios en su estado de rmotomdeterminados respecto

del mencionado sistema de referencia, lo que foneaile podemos indicar mediante

las condiciones siguientes:

A = 0 De donde resulta que para unE =0
a=0 situacion como la indicada |\7| -0

Pudiendo destacarse que el reposo es un casalfzrte la situacion en considera-
cion.

Ejemplo 6.6

Consideremos el caso de una varilla apoyada saolare u
superficie vertical libre de rozamiento y una stiper Ry
horizontal donde existe el rozamiento necesari@ p
garantizar el equilibrio, mas precisamente, el septe H
la varilla respecto de un sistema de referenca dij _ —
tierra, como se sugiere en la figura lateral, eqo@aso mg| g ARH
planteando la condiciéon de equilibrio para el aermke =
masa de la varilla, resulta:

R, +R,+R,+mg=0
Que evaluada en componentes segun direccione®lparal la horizontal y vertical
nos proporciona las ecuaciones escalares queisarnralcontinuacion:

Rb_Rh:O
R,—-mg=0

De las que resulta:

Rb = Rh Ra =mg
Siendo claramente necesario el planteo de una dagrouacion para que juntamente
con la primera de las anteriores podamos atendsidaion del problema planteado.
Con este propésito, considerando los momentos agidulerzas externas generan

respecto del extremo inferior de la varilla y tewie en cuenta la condicién de equi-
librio, resulta:

mgg cosO-RyHsen8 =0
De donde obtenemos que:
_ g
2tg0

Con lo que, para garantizar el equilibrio, la iat&ién entre la varilla y la superficie
horizontal debera poder proporcionar una comporssntezamiento dada por:

__Mmg
2tg0

Rp

Ry,
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De donde obtenemos que el coeficiente de rozamiefrtiono requerido para que se
mantenga el equilibrio vendra dado por:

1

2tg0

Sistemas en Traslacion.
Diremos que un sistema rigido estd animado deraskation, respecto de un deter-
minado sistema de referencia, cuando respectactie distema, todos los puntos del
cuerpo tienen el mismo estado de movimiento durgntgervalo de tiempo de inte-
rés, lo que formalmente estara asociado con lagesigs condiciones.

az0 w=0 a=0
Teniendo esto en cuenta en la expresion que nasilairel vector aceleracion de
diferentes puntos de un sistema rigido obtenidal gmrimer tema de este capitulo,
resulta que para todo punto (A) perteneciente efpmuo a una extension rigida del
mismo:

an =4
Con lo que, suponiendo inercial el sistema de eafg@a en consideracion, y bajo las
condiciones recientemente indicadas, de la ecua&dnovimiento para el centro de
masa resulta:

F=may
Donde recordemos que (A) es un punto cualquierderpeciente al cuerpo o a una

extension rigida del mismo. Por otro lado de lésreintes formas obtenidas para la
ecuacion de momentos, y bajo las condiciones estidbls, resulta:

O, si el momento de las fuerzas externas se toesecto de un punto A cualquiera:
IVIA = fe/a X Ma;

Ejemplo 6.7

Consideraremos en esta oportunidad un cue
suspendido que es transportado a lo largo de | X !
linea de carga horizontal mediante la aplicacion l H l
una fuerza como la indicada en la figura latenal,
cuyo caso planteando la ecuacion de Newton p B B
el centro de masa del sistema resulta: lr

m C C N — Ta m

F +FR +F+mg=ma, &
Que evaluada en componentes segun la direcciomoimtad y vertical nos
proporciona las ecuaciones escalares que se ingicantinuacion:

F=ma,

F,+KR -mg=0
Por otro lado, tomando momentos respecto del ceetroasa del cuerpo, resulta:

H H
~ —-FE.—+FD=0
sz a2

Con lo que de las anteriores, obtenemos:
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F,+hH, =mg
2FD
|:a - |:b - H
De donde, sumando miembro a miembro, resulta:
m FD
Fa = _g +
2 H
Y restando miembro a miembro, obtenemos:
_mg FD
2 H

Teniendo en cuenta las diferentes alternativas glgparametro (D), esto es, para el
punto de aplicacion de la fuerza que trasladas&trsia, resultan las siguientes situa-
ciones de interés:

Si la distancia D es negativa

R <h

Si D es nula

F,=F="9

2

Si D es positiva
R >hy

Y finalmente, si D es tal que

mgH
p = M9~
2F

Entonces:

F,=mg y R, =0
Ejemplo 6.8
Consideremos la situacion sugerida en la figura
donde se muestra un paralelepipedo de lados D y 2 -

apoyado sobre la superficie horizontal de un tran
porte que se desplaza con una aceleracion consta
en el sentido indicado. Trataremos de obtener ui
expresion para la maxima aceleracién a la que p
demos someter el transporte, si deseamos evitar ¢
vuelque el paralelepipedo, para lo cual planteanc
la ecuacion de movimiento para el centro de ma:
del cuerpo resulta:

R, + Ry, +mg=ma
Expresando sus componentes segun las direccioniesrital y vertical, obtenemos:
R, =ma

R, =mg
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Tomando momentos respecto del centro de masa elglau

H D
R,—-R,—=0
ho "V

De donde:
D
R, =R, —
h VH

Teniendo en cuenta las conclusiones anterioresltaegue la aceleracion maxima
gue podremos dar al recinto evitando que el cuenpue, vendra dada por:

a=g D
H
Que como podemos observar resulta inversamentengiopal a la altura del parale-
lepipedo y directamente proporcional al lado dbase.
Una alternativa interesante obtenemos si tomamomentos respecto del punto
donde estan aplicadas las fuerzas incognitas, tencaso el eje alrededor del cudl
puede rotar el cuerpo.

Si bien este punto no esta fijo a un sistema iaktoimencionado sera posible te-
niendo en cuenta para esto la relacion:

Mp =Tgn Xma, +1.0
Que recordemos es valida cualquiera sea el pufgocgenado para determinar los

momentos que generan las fuerzas externas a gusaeseétido el cuerpo, y que para
la situacion en consideracion nos queda:

M A~ ac/A X mé-c
De donde:
D H
Mg— = ma—
2 2

De la que resulta:
a=g D
H
Coincidente con la obtenida anteriormente, perdugar a duda lograda en forma
mas directa, por lo que se recomienda tener entaxuaralternativa recientemente
considerada en todas aquellas oportunidades qumoside.
Como una interesante ilustracion del ejemplo camadb recientemente, se reco-

mienda trabajar con las simulaciones a las quegaededer mediante el archivo
Caja-1.htmincluido en la carpeta del mismo nombre.

Sistemas en Rotacion.

Consideraremos a continuacion algunas aplicaciendas que intervienen sistemas
rigidos animados de una rotacion alrededor de @rta¢jque sus puntos no tienen
movimiento respecto del sistema de referencia uorado.

Ejemplo 6.9

La figura siguiente muestra dos rodillos que setraaen presionados y pueden rotar
alrededor de sus ejes de simetria mientras soloreleiellos, en este caso el rodillo
A, estd aplicada una cupla externa que genera umemo ) respecto del eje del
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mencionado rodillo, entendiendo por una cupla aistema de fuerzas tal que tienen
una resultante nula y genera un momerdmulo, como es el caso del sistema de
fuerzas al que se ve sometida la rueda de un autiboodno consecuencia del siste-

ma de transmision.

En la figura se muestra la cupla aplicada y eldgafuer-
zas que, en la direccion tangente, resulta dadaaiccion
entre los rodillos involucrados, que indudablemdate
man un par accion y reaccion y por lo tanto:

fo=fg=f
Teniendo en cuenta lo mencionado y planteandoua-ec

cion de momentos respecto del centro de masa de «
uno de los cilindros en consideracion, resulta:

— 1A
fRA—T—lch

fRg =120p

Donde, suponiendo que no existe deslizamiento éodreodillos, las aceleraciones
angulares de los cilindros estan relacionadas media

RaOA =Rpap
Con lo que, que la fuerza resultante de la intédacentre los rodillos vendréa expre-
sada por:

f = t

12R3
B
I°RZ
Y la aceleracion angular del cilindro A, por:
T

R,[1+-¢"B

ap =
12 +12 Ra
" R3

De la expresion obtenida para la fuerza resultdeti interaccion entre los rodillos

podemos observar que el momento generado por estzafrespecto del centro de
masa del rodillo A es siempre inferior al momergaerado por la cupla externa.

fRAp <T
De lo contrario no podriamos tener aceleracion kangun los cilindros.
De la expresion obtenida para la aceleracion andelecilindro A resulta interesante

destacar que el aporte del cilindro B a la ineraial del sistema y que a menudo se
suele identificar commercia equivalente o “transmitida’yiene dado por:

— |B RA
2
Rg
Finalmente y suponlendo gue los rodillos se maatieen contacto y presionados

uno contra el otro, mediante la aplicacion de fagmxternas sobre sus ejes, se pro-
pone obtener una expresion para el coeficienteod@nmiento minimo que deberia
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existir entre las superficies a los efectos deaewt deslizamiento entre los rodillos,
en funcion de las fuerzas mencionadas en estefarra

Ejemplo 6.10

La figura lateral muestra un cuerpo suspendido janéel

una cuerda inextensible y de masa despreciabléagiao
a lo largo de una polea que puede rodar alredesiaud
eje horizontal libre de rozamiento. R,
Nos proponemos obtener expresiones para la adélerac my

del cuerpo suspendido, la aceleracion angular gelEa
y el esfuerzo al que se vera sometida la cuerda. o
Con el proposito de obtener las expresiones meadam

tengamos en cuenta que la componente vertical de
ecuacion de movimiento para el centro de masausst c

po suspendido vendra dada por: L

meg
— - BS !
fg —Mgg = Mgacs
Considerando el momento que las fuerzas externaaraye respecto del centro de
masa de la polea, resulta:

— 1A
fARA =lcap

Teniendo en cuenta que hemos supuesto a la cuenti@sh despreciable, las
fuerzas involucradas en las anteriores son tales qu

fo=fg=f
Por otro lado, teniendo en cuenta que hemos supleestuerda inextensible, las
aceleraciones involucradas en las ecuaciones a&grestan relacionadas mediante:

acg = RaOp
Operando con las ecuaciones planteadas, obtenarada gceleracion del centro de
masa del cuerpo suspendido vendra dada por:

Que como era de esperar, resulta menor que (ga onenor que el valor asociado
con una caida libre. Lo indicado, como consecueaheigue la inercia del sistema se
ve incrementada ante la presencia de la poleame@ste caso aporta con una masa
equivalente dada por:
A
— Ic
Meq = 7%
RA
Finalmente y suponiendo una polea cilindrica, g0 @aso:
A_1 2
lc =SmMaARA
La aceleracion del centro de masa del cuerpo sdifzenendréa dada por:
Mp
Mg +2m
B 2'A

acg =
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Con lo que, la aceleracién angular de la poleanéedada por:
Mg g
1
mg +5mp R
Y el esfuerzo a que se vera sometida la cuerda, por

Ap =

f=_ A Mgg
my +2mMg
Que como era de esperar resulta menor que la fgesizdatoria a la que esta some-
tida la masa suspendida.
Como una adecuada aplicacion del ejemplo considess recomienda trabajar el
método dindmico que ofrece la simulacion a la quexdlp acceder mediante el archi-
vo Rotacion.htm

Péndulo Fisico.

Como otra interesante aplicacion del tema, conside-
remos el caso de una placa suspendida de un punto
perteneciente a la misma, que puede oscilar libre ¢
rozamiento alrededor de un eje horizontal que pa Y
por dicho punto, como se sugiere en la figura latt v
ral, donde ademas se muestra el sistema de fuer 5
externas a que se vera sometida la placa como K 6
sultado de su interaccion con el campo gravitator|
y con el eje de suspension, en cuyo caso hem c VB
dibujado las componentes ortogonales de dict a—
fuerza, segun las direcciones solidarias indicadi
en la figura.

Con el propésito de obtener expresiones para lagpaoentes mencionadas recien-
temente, plantearemos la ecuacion de movimieni glazentro de masa del sistema
y la evaluaremos en componentes segun las direxcgolidarias mencionadas ante-
riormente.

Q+mg =ma,
Donde:

a. =mRA%| +mRA i
Con lo que las componentes ortogonales de la ewruaciterior, segun las direccio-
nes solidarias indicadas en la figura nos quedan:

Q, +mgcosd = mRB
Q, —mgsend = mR6*

Tomando momentos respecto del centro de suspelnditanemos:

ol

Nel
»

mgRcosh = | 6
De donde:
é = %RCOSG
lq

Diferenciando la anterior e integrando entre lisiitempatibles, resulta:
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ngS
lg

Teniendo en cuenta estas dos Ultimas conclusianéssescuaciones que resultaron
del planteo de las componentes de la ecuacion déamenmto del centro de masa,
obtenemos las expresiones para las componentds/asaen el centro de suspen-
sion:

6% =2 end

2
Q, = ﬁ—1 mgcosd
lo
mR?
Qy =1+ mgsend
lQ
Donde recordemos que:
lg =1 +mR?

Con lo que, que la componente reactiva segun ézan (x) tendré sentido opuesto
al considerado inicialmente hasta el instante enlgyplaca pasa por su posicion de
equilibrio.

Oscilaciones con Pequeias Amplitudes.

Con el propésito de estudiar el comportamientoasnckercanias de la posicion de
equilibrio tengamos en cuenta la ecuacion difeempie resulté al tomar momentos
respecto del centro de suspension:

mgRcosH = 1,6

Donde el angulof) entre la vertical y la recta que une el centrondsa con el cen-
tro de suspension esta relacionada con la coordearaglilar empleada, por:

B=>-9
Con lo que, la ecuacion diferencial en términossta nueva coordenada nos queda:

mgRsernB = -1 of3
De donde:

B+ng
lo

Considerando pequeias oscilaciones alrededorpiesieion de equilibrio de manera
gue sea aceptable la aproximacién entre el serné@ngeilo y su valor en radianes, de
la ecuacion diferencial anterior resulta la sigtéen

3+ 19%p=0
Q

Cuya solucién sabemos que es del tipo:

B =B.sent)
Donde:
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szn@R
lg

Con lo que el periodo de la oscilacion vendra esque por:

/I
T=2m| -2
mgR

Que en términos del momento de inercia respectodge que pasa por el centro de
masa del cuerpo, nos queda:

2
T=o . +mR
mgR

Péndulo Puntual Equivalente.
Operando con la anterior resulta que el perioda dscilacion puede expresarse:

Definiendo lalongitud equivalenteomo:

L.=R+—%
MR
El periodo de la oscilacién puede ser indicado como
L
T=2m|-%
g

Comparando esta expresion con la que obtuvimod emse de un péndulo puntual
oscilando con pequefias amplitudes es claro qualal ebtenido para el periodo del
péndulo fisico en consideracion resulta coincidete el que obtendriamos en el
caso de urpéndulo puntuaktuya longitud coincida con la longitud equivalerge
cientemente definida.

Considerando la forma recientemente obtenida para e

periodo de nuestro péndulo fisico, es claro quieadi
cuerpo oscilara con el mismo periodo si se lo susp S
de de un punto cualquiera perteneciente a unangirc
ferencia de radio (R) centrada en el centro de meka
cuerpo, como la mostrada en la figura lateral, gue
adelante reconoceremos cof@@culo de Suspensién
y asociado con el circulo de suspensién, definisen
el Circulo de Oscilaciércomo aquel conceéntrico cor
el anterior, cuyo radio viene dado por:

RO= e
MR
Suponiendo ahora que suspendemos el cuerpo dentm qualquiera perteneciente
al circulo de oscilacién y teniendo en cuenta laresion obtenida para el periodo del
péndulo, resulta entonces que el cuerpo oscilarduogeriodo dado por:
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RO+ e
T=2m mR
g

Que teniendo en cuenta como fuera definido el rdeiocirculo de oscilacion en
término de parametros iniciales, nos queda:

R+I7C
T = 2m|— MR
g

Coincidente con el que obtenemos cuando el cuesfdo ispendido de un punto
perteneciente al circulo de suspensién. Por lmtartada circulo de suspension le
estara asociado un circulo de oscilacién y seliés tpe al suspender el cuerpo de
un punto cualquiera perteneciente a dichos circokxslara con el mismo periodo.
Teniendo presente como fuera definido el radiccteulo de oscilacion es claro que
este se incrementara cuando se disminuye el radlioitulo de suspension con el
gue se encuentra asociado. Por lo tanto es deaesper exista un valor de (RzR
para el cual, ambos circulos coincidan y que sgarda dudas podemos obtenerlo
teniendo en cuenta que en ese caso el valor deldadera ser tal que:

I
R -—_ C
m
mR,,
De donde resulta:
I
R, =%
™ \m
En cuyo caso obtenemos un periodo dado por:
2
201\
T=2m|=| ¢
g\um

Estudiando la dependencia entre el periodo deassmil del péndulo y la distancia
(R) entre el centro de masa y el centro de suspreris& puede demostrar que dicha
dependencia da lugar a una funcién como la queusstna cualitativamente en la
figura siguiente, donde pueden identificarse lapi@dades apuntadas anteriormente.
En particular y teniendo en cuenta la forma ob-

tenida para el periodo con que oscila un péndulo
alrededor de su posicion de equilibrio, mediant T
el calculo diferencial es posible obtener uni
expresion para la distancia a la que deberiam
suspenderlo a los efectos de obtener un perio
minimo, resultando coincidente con la obtenid T,
al requerir coincidencia entre los circulos dt
oscilacion y suspension, aspecto este que tal
bién puede apreciarse en la figura lateral.
Como una aplicaciéon del tema considerado, se regahaitrabajar con la simulacién
a la que puede acceder mediante el arcRemdulo.htmatendiendo las indicaciones
gue en la pagina se ofrecen.

Rm : Rm R
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Sistemas en Rototraslacion.
Consideraremos ahora algunas situaciones en laslquerpo estd animado de un
movimiento tal que su eje de rotacion se desplkeggecto del sistema de referencia.

Ejemplo 6.11

La figura muestra un cilindro que rueda sin desl&o
largo de una superficie, sometido a una cupla coge
mento respecto del centro de masa hemos indicado
(t). Nos proponemos obtener expresiones para lague
gue resulta de la interaccion entre el cilindra wliper- B
ficie horizontal asi como para el coeficiente dearo f
miento minimo requerido para evitar el deslizangent
Con el propésito indicado comenzaremos planteaamécuacion de movimiento para
el centro de masa del cilindro:

f +N+mg=ma,
Que evaluada en componentes nos proporciona lasienes escalares que se indi-
can a continuacion:

f =ma,

N-mg=0
Considerando el momento que las fuerzas externaeraye respecto del centro de
masa del cilindro, obtenemos:

fR-1=1.0
Teniendo en cuenta que suponemos no existe demiz@nlas aceleraciones invo-
lucradas estan relacionadas mediante:

a. = —Ra
Operando con las anteriores, resulta:

De donde podemos observar que como era de esperar:

fR<T
De lo contrario no podriamos tener un movimienta s caracteristicas del que
estamos considerando. En particular, teniendo entauque el momento de inercia
de un cilindro respecto de su eje de simetria vil® por:

-1 2
De las anteriores resulta:
2
f=—1

3R
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Con lo que el coeficiente de rozamiento minimo egigio para evitar el deslizamien-
to vendra dado por:

U =5 =T
m

3mgR
Que como vemos resulta directamente proporcioral @ipla o torque aplicado e
inversamente proporcional al radio del cilindrocensideracion.
Finalmente, se recomienda trabajar con las sinanasi que se ofrecen en las pagi-
nas a las que puede acceder mediante los arcRivmdraslacion-1.htne Inclina-
do.htm

Ejemplo 6.12
Consideremos una varilla que puede deslizar liereodamiento apoyada sobre las
superficies horizontal y vertical que se muestnahaefigura, en cuyo caso nos pro-
ponemos obtener expresiones en funcion de la coaddeangular indicada para:
La aceleracion angular de la varilla, su velocidadular,
las fuerzas que resultan de su interaccidriaosuper-
ficies en contacto y para las componentes horizgntar-
tical del vector aceleracion de su centro de masa.
Con el propésito indicado, la ecuacién de movinugudra
el centro de masa de la varilla, nos queda:
Ra +Rp +mg=ma,
De donde para las direcciones horizontal y vertreslulta:
RB = Magy
Ra —mg=ma,

Tomando momentos respecto del centro de masavaeilla, obtenemos:

Ry,HsenB-RgHcos6=1.6
Por otro lado, las aceleraciones involucradas &mmtderiores pueden ser relaciona-
das con las aceleraciones de los puntos extremizs\v@gilla, cuyas direcciones son
conocidas, mediante expresiones vectoriales cosngua se indican a continuacion:

Ac =ap TWXWXTp, cTUAXTa,c

8 =ag +WXWXTg,c +UXTg/c
Teniendo en cuenta que el vector aceleracion dedrag B de la varilla solamente
puede tener componente vertical, es claro entaqeesn un planteo de la compo-

nente horizontal correspondiente a la segundasdeclaaciones vectoriales anteriores
no intervendra dicha magnitud, resultando efecteuaia, la expresion:

a., =-0°Hserd+8Hcosd

Analogamente, planteando la componente verticalespondiente a la primera de
las ecuaciones vectoriales indicadas, resulta:

aey =—6°Hcosd -6 Hsend

Teniendo en cuenta estas dos Ultimas conclusionks €omponentes cartesianas de
la ecuacion de Newton para el centro de masa darilda, obtenemos las expresio-
nes que se detallan a continuacion:

R, = mg-mH(Bsend + 6% cosh)
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Rg = mH(6% send — B cosh)
Teniendo en cuenta las anteriores en la ecuaci@nodeentos, resulta que la expre-

sion para la aceleracién angular de la varilla wrcibn de la coordenada angular
vendra dada por:

b= mgH

2
|, + mH
Separando variables e integrando entre limites atibips, suponiendo que la varilla
se encuentra inicialmente en reposo, de la antesoilta:

62 = %Hz (cosh, - cosh)
|, + mH
Teniendo en cuenta estas dos Ultimas conclusionésseexpresiones anteriores, es
posible obtener expresiones en funcion de la coadke angular, para la fuerzas que
resultan de la interaccidn con las superficiesariacto y para las componentes del
vector aceleracion del centro de masa de la varilla

send

6.04 FORMA INTEGRAL DE LAS ECUACIONES DE MOVIMIENTO

A menudo en el tratamiento de algunas aplicacisneke resultar de mucha uti-
lidad expresar las ecuaciones de movimiento efolasas integrales que se indican
a continuaciéon. Con este propdésito, diferenciaral@duacion de Newton para el
centro de masa en términos del vector cantidad @lénmiento del sistema y luego
integrando entre limites compatibles, resulta:

AP = j(; Edlt

Analogamente, diferenciando la ecuacion de momeptendo estos se toman res-
pecto del centro de masa, y luego integrando énties compatibles, obtenemos:

. t —

AL = | M dt
Donde a las formas integrales indicadas anterioteneam adelante las reconocere-
mos comdmpulso e Impulso Angularespectivamente.

Ejemplo 6.13

Teniendo en cuenta las expresiones recienteme
obtenidas, trataremos nuevamente la situacion pl
teada en el ejemplo (6.9), que se ilustra en ladig
Suponiendo que en el instante inicial ambos cili
dros estan en reposo y considerando un cierto-in
valo de tiempo en el que las velocidades angula
alcanzan los valores que se indican a continuaci
de la expresion obtenida para el impulso angul
resulta:

12w, = (T-f Ry)AL

B —
lcwg = f RgAt
Donde hemos supuesto constantes tanto a las fumyaaslos momentos aplicados,
ya que no existe ninglin motivo para pensar lo eoiotr
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Dividiendo miembro a miembro las anteriores, yé¢ado en cuenta que al no existir
deslizamiento entre los cilindros, sus velocidaalagulares en todo instante estaran
relacionadas a través de los radios respectivesltae

T
f =
12RE
R.|l1+-¢ B
TIBRE
c ‘A
Coincidente con la lograda anteriormente y quedwigtener en cuenta la expresion
para el momento de inercia de un cilindro respdetsu eje de simetria, nos queda:

Ejemplo 6.14
Consideraremos la situacion que se

sugiere en la figura, donde una esfera

radio y masa conocida, inicialmente W -
rotando con una determinada velocide Y,
angular, se apoya suavemente sobre L L
superficie horizontal con la que exist f

un rozamiento no nulo.
Para una situacién como la indicada no cabe dudanigialmente la esfera deslizara
sobre la superficie horizontal y se vera sometidaafuerza de rozamiento dinami-
ca como la indicada en la figura y por lo tantacentro de masa se vera sometido a
una aceleracion que claramente cambiara el estdoodimiento del mencionado
punto.

Nos proponemos obtener una expresion para la deld@ngular que tendra la esfera
a partir del instante en que comienza a rodareshzar.

Puesto que mientras dure el deslizamiento la estekeera sometida a una fuerza de
rozamiento constante, teniendo en cuenta la relamifre el impulso y el cambio en
el vector cantidad de movimiento, resulta:

mv, =f At
Y teniendo presente la expresion lograda paramlliso angular, resulta que durante
el mismo intervalo de tiempo:

l.(w, —w) =fRAt
Dividiendo miembro a miembro las anteriores resqglia mientras dure el desliza-
miento, las velocidades involucradas seran tales qu

w,—-w _mR

Ve Ic

Teniendo en cuenta, que cuando la esfera comieradaa sin deslizar, la velocidad
del centro de masa y la velocidad angular estalacionadas mediante:

V. =WR
Y luego imponiendo esta condicidn en la igualdatréor y teniendo en cuenta que
el momento de inercia de una esfera respecto eégwentroidal viene dado por:
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2 2
l.=—mR
¢ 5

Resulta que en el instante en el que la esferaetmaia rodar sin deslizar, su veloci-
dad angular vendra dada por:

2
W==Ww,
/

Como una ilustracion del tema se recomienda traloaja la simulacion ofrecida en
la pagina a la que puede acceder mediante el arBlatotraslacion-2.htnincluido
en la carpeta del mismo nombre.

Percusion.

La figura muestra una esfera inicialmente en regpsome-
diante un impacto es sometida a una fuerza coestiamante
un breve intervalo de tiempo, de manera que el isopre-
sultante de la interaccion viene expresado por:

J = FAt
Finalizado el intervalo de tiempo durante el cuflada interaccion, que identifica-

remos como tiempo de percusion, la cantidad de miento y el momento angular
de la esfera seran tales que:

mv, =J l.w=JD
Donde, durante el tiempo de percusion, hemos cerald despreciable el impulso y
el impulso angular asociado con la fuerza de rogaridinAmica que resulta de la
interaccion entre la esfera y la superficie horiabrcon lo que de la anterior resulta
gue una vez finalizado el tiempo de percusionstdo de movimiento de la esfera
estaré caracterizado por:

1 _JD
m |

Teniendo en cuenta que los vectores velocidad elgr@ de masa y del punto de
contacto entre la esfera y la superficie horizomtsiian relacionados mediante:

Vg =V tTWXTpgc
De las anteriores resulta que finalizada la peécusl punto de contacto con la su-
perficie horizontal tendra una velocidad dada por:

Vg =J ——— ||

m

Teniendo en cuenta que el momento de inercia desfieaa, respecto de un eje cen-
troidal, viene dado por:

2 2
l.=—mR
¢ 5

Obtenemos que la velocidad del punto de contattimadizar el tiempo de percu-
sion, vendra dada por:

J( 5D H

Ve =—|1-22
B mlU 2R
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De donde resultan destacables los casos partisuaeese indican a continuacion:

Suponiendaue el punto de aplicacion del impulso es tal que:

= g R
5
Resulta:
Vg =0

Finalizada la percusion la esfera rodara sin dasliz

Suponiendague el punto de aplicacion del impulso es tal que:
D=0
szﬂw 0 Vg=Vv, O wW=0
m
Finalizada la percusion la esfera se traslada teeator velocidad indicado ante-
riormente.
Suponiendo dada esta Ultima condicion, y una vealifiada la percusion, la esfera
guedara sometida a una fuerza de rozamiento dimao@imo consecuencia de su
interaccion con la superficie horizontal, la queddaigar a cambios en el estado de
movimiento que se recomienda su evaluacion.
Al igual que en los casos anteriores, se recomi¢radmjar con el material que se
ofrece en la pagina a la que puede acceder medibatehivoPercusion.htm

6.05 CONSERVACION DEL VECTOR MOMENTO ANGULAR

Teniendo presente la relacion entre el momentoggneran las fuerzas exter-
nas y las variaciones temporales del vector momangalar, es claro entonces que
Si un cuerpo esta sometido a un conjunto de fudatas que no generan momento
respecto del centro de masa, su vector momentdangieterminado respecto de
dicho punto, debera permanecer constante e iggaleaienia en el instante inicial, lo
gue formalmente podemos expresar como se indioataaacion:

M,=0 = L.=cte O L,=L,
Y por lo tanto, bajo estas condiciones, el vectomanto angular en cualquier ins-
tante debera coincidir con el que teniamos en sthirte inicial, entendiendo por
instante inicial al instante a partir del cuél s¢isface la condicion de referencia,
siendo importante destacar que se trata de la m@tsén de una magnitud vectorial

y por lo tanto la misma garantiza la conservaciénnabdulo, direccion y sentido de
la misma.

Momento Generado por un Campo Gravitatorio.

Aln cuando esta observacion deberiamos haberizagalal iniciar las aplicacio-
nes, resulta oportuno destacar un aspecto relamoran la interaccion gravitatoria
ya que en todo momento hemos supuesto a la fusxzdagoria aplicada en el centro
de masa del cuerpo, lo que sin lugar a dudas esctorcuando empleamos la ecua-
cion de Newton, ya que en este caso hemos demositedpara describir el movi-
miento del centro de masa podemos suponer a ledémtade las fuerzas externas
aplicadas en dicho punto. Sin embargo al empleecuacién de momentos debemos
considerar el punto donde estan aplicadas lasdserxternas y en el caso de un
cuerpo como el mostrado en la figura siguientduéaiza gravitatoria esta aplicada
sobre todas y cada una de las particulas que nwafoly no sobre el centro de masa

como lo hemos supuesto en las aplicaciones.
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Con el proposito de demostrar que hemos trabajadec:
tamente, consideremos el momento al que se varatso
do el cuerpo respecto de un punto (A) cualquieoacc
consecuencia de las fuerzas gravitatorias a lasegtén
sometidas las particulas que lo forman, en cuyo ga®-
mo se sugiere en la figura lateral, vendra dado por

Mg =2 T/a Xmg;
Suponiendo ahora que el campo gravitatorio a qtée ssnetido el cuerpo fuera
constante, resulta:

Mo =M% a)xg
Que en términos de la coordenada vectorial delf@elet masa queda:

M a = leya Mg
Donde con (m) indicamos a la masa de todo el sest&asultando que bajo las con-
diciones establecidasampo gravitatorio constanteel momento a que dara lugar
este mecanismo de interaccion respecto de un puatquiera, sera coincidente con
el que obtendriamos si suponemos a la resultanke fierza gravitatoria (peso del
cuerpo) aplicada en el centro de masa del mismo pdtticular, es claro que si el
momento se determina respecto del mencionado céatroasa, €ste sera necesaria-
mente nulo, en cuyo caso y suponiendo que fueaal&sinica interaccién a que se
encuentra sometido, el cuerpo estara libre de mmsgnpor lo tanto su vector mo-
mento angular de Spin deberéa permanecer constar@stras dure la condicion de
referencia.

Ejemplo 6.15

Considerando el caso de un satélite cilindricorgteealrededor de su eje de simetria
mientras su centro de masa se desplaza a lo largoal trayectoria cerrada, conse-
cuencia de su interaccion con el campo gravitatdeiain planeta, como se sugiere
en la figura siguiente y suponiendo inercial atesisa de referencia fijo al planeta,
nos preguntamos cuales seran las caracteristicasogianiento a lo largo de la tra-
yectoria, respecto del mencionado sistema de refere

Las figuras siguientes muestran dos alternativiesedites. En el primer caso el eje
de simetria del satélite rota en el plano de lgayralrededor de un eje pasante por el
centro del planeta, en el segundo, dicho eje séatta de manera que el centro de
masa se desplaza a lo largo de la trayectoriaadéic

/
AN G
o .
— =1 i
&2
S
\
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Teniendo en cuenta que el cuerpo esta sometidameitte a la interacciéon con el

campo gravitatorio del planeta y atendiendo lo nwerazdlo recientemente, se trata de
un cuerpo libre de momentos y por lo tanto su mamangular de spin debera per-
manecer constante a lo largo de toda su trayectwia lo que necesariamente el
movimiento sera como se sugiere en la segundaafigur

Para que se de una situacion como la indicada gninteer figura, en cuyo caso exis-

ten cambios temporales en la componente de spived&dr momento angular, sera

necesario pensar en algin mecanismo capaz de piapar un sistema de fuerzas

externas tales que el momento generado respectedib de masa del cuerpo sea
compatible con los cambios temporales observadds emencionada componente

del vector momento angular en consideracion, camel €aso que se muestra en la
figura siguiente, donde los cojinetes que sopoalagie del rotor proporcionan las

fuerzas indicadas anteriormente, tema este quecsasiderado en el préximo capi-

tulo.

Wy

6.06 CONSIDERACIONES ENERGETICAS

Energia Cinética.

Teniendo en cuenta lo desarrollado en el capinter@r, en general, la energia
cinética de un sistema de cuerpos puntuales, rigido, puede expresarse como la
suma de un término orbital directamente vinculaolo € movimiento del centro de
masa del sistema, mas un término intrinseco quéiems en cuenta el movimiento
de cada una de las particulas respecto del sistemeferencia centroidal, esto es:

T :%mvg +Z%miv;2

Que obtuvimos a partir de definir la energia co@tie un sistema como la suma de
las energias cinéticas de cada una de las pasgtimdpecto del sistema de referencia
involucrado, o sea:

T= Z%miviz

Suponiendo ahora que el sistema en consideracian sistema rigido, la velocidad
de cada una de las particulas puede ser expresdélarenos del vector que caracte-
riza el estado de movimiento del centro de mashque caracteriza el estado de
rotacion del cuerpo, como:

Vi =V tWXTi)¢
Teniendo en cuenta esta relacion en la definiceédrerpl de la energia cinética de un
sistema indicada anteriormente, resulta:

1 o <1 s _
T=omve +Z§mi (WxTic) +Ve WX > miTj e
Donde recordemos que la coordenada vectorial da oad de las particulas esta
determinada respecto del centro de masa del sistemmdo que es clara la nulidad
de la dltima sumatoria, y por lo tanto la anterios queda:
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1 - 1 I

T =5MVe +Z§mi (W) LW xT)c)

De donde resulta que, el término intrinseco dedaga cinética queda:
1
I — — — —

T= ngi (W xT)c) W XTjc)
Conclusion que era de esperar si en la primeraesixpr de este tema, tenemos en
cuenta que al considerar un sistema rigido, etlesie@ movimiento de cada una de
las particulas respecto del sistema centroidalréedado por:

Vi =WXTFj/q
Y que nos muestra al término intrinseco, directamemculado con el estado de
rotacion del cuerpo, por lo que en adelante lo tifiearemos comotérmino de
“spin” o termino asociado a la rotacion del cuerptge donde, permutando ciclica-
mente las magnitudes vectoriales y simplificandsuélindice de la coordenada vec-
torial de las particulas respecto del centro deapasenemos:

T = Z%miw (s > (W xT;)]
De donde:
T = W my[r X (w7

Teniendo en cuenta que la coordenada vectorialuokeda esta determinada respec-
to del centro de masa del sistema y consideranflori@a vectorial que obtuviéra-
mos para la componente de "spin" del vector momantular, es claro que #ir-
mino de "spin'e la energia cinética puede ser expresado como:

T':%WEFLC

Con lo que finalmente y en general, la energiaticaéle un sistema rigido queda
expresada como:

T:%mv§+%w L,

Que en términos de su vector cantidad de movimiersiaglta:

1. - 1 -
T=2vV,P+=WiL,
2 2
Que nos muestra una fuerte analogia entre el téramlyital y el término intrinseco.
Suponiendo ahora que existe un pui@d erteneciente al cuerpo o a una extensiéon
rigida del mismo tal que, su velocidad es nulamteral intervalo de tiempo de inte-
rés, el vector velocidad de cada una de las p&atiQquede expresarse como:
\7i =W X _I:i
Donde ahora la coordenada vectorial esta deterairegpecto del punt®@j men-

cionado anteriormente. Teniendo en cuenta esteidalan la expresion general me-
diante la que definimos la energia cinética deistersa, resulta:

T = Xm0 T
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Operando en forma analoga a como lo hicieramosetdérmino intrinseco de la
energia cinética y teniendo en cuenta que en pstéaunidad la coordenada vectorial
de las particulas estan determinadas respectaud#d fijo identificado con@), es
claro que la energia cinética podra ser expresadareinos del vector momento
angular respecto del punto mencionado, como:

Y
T—EW[ILQ

Movimiento Plano.

Suponiendo ahora al cuerpo animado de un movimiglaiw y teniendo en cuenta
la expresion obtenida en ese caso para el vectaremio angular, el término de
"spin” de la energia cinética vendra dado por:

T’:%ICWZ

Con lo que la energia cinética expresada comone glel término orbital y de spin,
gueda:

T :%mvg +%|CW2

Siendo interesante destacar que las anterimwagquieren que el plano del movi-

miento sea uplano de simetriasolamente requieren que el movimiento sea plano.
Finalmente en el caso de un movimiento plano yeteld en cuenta la expresion
obtenida en dicho caso para el vector momento angespecto de un punto fijo,

perteneciente al cuerpo o a una extension rigitlangamo, podemos obtener una
expresion para la energia cinética en términosndehento de inercia respecto de un
eje paralelo al eje de rotacion, pasante por ecimmeado punto, que resulta:

_1 2
T—ElQW

Trabajo Mecanico y Energia Cinética.

Teniendo presente las conclusiones obtenidas eapéiulo anterior, el trabajo me-
canico realizado sobre un sistema por la totalddas fuerzas de interaccién, ex-
ternas e internas, venia dado por:

= — = re — 1
W = [Far, + > [ (R +f;) [ofF
Donde recordemos que las integrales incluidas euar@atoria del segundo término
estan calculadas sobre las trayectorias a lo Bedas que se desplazan las particulas
respecto del sistema de referencia centroidal ugaeq dicho término la coordenada
vectorial de cada particula esta determinada resjpiet origen del mencionado sis-

tema. Teniendo esto en cuenta, el diferencial idclen las integrales de referencia,
puede ser expresado como:

di’ =V dt
Donde el vector velocidad de la particula en caraicion esta determinado respecto
del sistema de referencia centroidal, que porritotan el caso de un sistema rigido,

puede ser expresado en términos del vector queteera la rotacién del sistema,
con lo que de la anterior resulta:

dr’ = (W x )l
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Con lo que el trabajo mecanico puede expresarse:com
—_— - - - r - Al
W = [FLf, + 3 [ (F +f,) [w = 7)dt
Teniendo presente como fuera definido el vector caracteriza la rotacion de un
cuerpo, y operando en el segundo término de laiantéste puede expresarse como:

>R +f)QwxT)dt=3 [ (F +f;) {d6xT)
Que luego de efectuar permutaciones ciclicas nedaqu

>R+ QW xT)dt=3 [Fx (R +f;) (@0
Donde podemos observar que ahora la totalidadsdmtegrales incluidas en la su-
matoria contienen un diferencial que es comudn asdds particulas que integran

nuestro sistema, independiente del indice de laatarma, y por lo tanto podemos
intercambiar los simbolos, con lo que resulta:

S [ +f)awxt)de=[[> 7§ +F;)) o

Que a su vez puede desdoblarse en la suma dedgsaies que se indican:

[ 7xF |8+ [[> 7« | e
Desarrollando el integrando de la segunda y tepi@mdcuenta que el principio de
accion y reaccion requiere gue las rectas de adgdas fuerzas internas sean coin-
cidentes con el vector posicion relativo entre gagiculas involucradas, luego de

reagrupar términos es inmediato que dicho integrasgdanula, ya que en virtud de
lo mencionado:

— re —
2 Tixf; =0
Por otro lado, los términos de la sumatoria in@wd la primera integral no son otra
cosa que el momento que las fuerzas externas gerespecto del centro de masa

(recordar que la coordenada vectorial est4 detedmimespecto de dicho punto), y
por lo tanto:

—7 — _ w
2 TxR =M
Con lo que, el segundo término de la expresioralbmpara el trabajo mecanico nos
gueda:

> (R +f) QW xF)di= M, (@8
Y por lo tanto,en el caso de un sistema rigidd,trabajo mecanico que realizan la

totalidad de las fuerzas a que dicho sistema estétgdo, queda expresado como la
suma de los dos términos que se detallan a contomua

W = [ FL8F, + [M @6
Donde resulta importante destacar que las fuentasas a que pudiera estar some-
tido el sistema no intervienen en la expresémentemente obtenida y por lo tanto
estamos en condiciones de afirmar gueel caso de un sistema rigido, las fuerzas
internas no realizan trabajo mecanicsifuacion esta claramente compatible con la
condicion de rigidez.
Finalmente, teniendo en cuenta la expresion amtgri@s conclusiones obtenidas en

el capitulo anterior en cuanto a la relacion edichos términos y los cambios ob-
servados en los términos orbital e intrinseco @mégia cinética, resulta:

[FO@i, =AT,,  [M @6 =AT
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Ejemplo 6.17

Consideremos el caso de un rodillo como el sugeric
en la figura, que rueda sin deslizar a lo largauda
superficie horizontal, sometido a una fuerza caoneta
aplicada en su centro de masa mediante un ejei-coir
dente con su eje de simetria. Nos proponemos abte
expresiones para el trabajo mecanico realizaddagor
fuerzas a que se encuentra sometido el cuerpo.

Con este propésito buscaremos inicialmente unaesipr para la fuerza de roza-
miento estéatica que resulta de la interaccion esttredillo y la superficie horizontal,
mediante la aplicacion de las ecuaciones de momtmieonsideradas a lo largo de
este capitulo, segun las cuales resulta:

F-f =ma,

-fR=I.a
Donde:

a. = —Ra

De las que obtenemos:
mR?

fl 1+ =F

c
Con lo que:

= I_C F
lg
Y por lo tanto la fuerza de rozamiento sera en tadmento inferior a la fuerza apli-
cada, lo que era de esperar si tenemos en cuemia qaeleracion del centro de ma-
sa del rodillo tendra el sentido de la fuerza apléecsobre dicho punto.
Teniendo en cuenta las conclusiones obtenidadtaegie el trabajo mecanico reali-
zado por las fuerzas de interaccion sobre el mdéhdra expresado por:

W = [Fdx, - [fdx + [ f RdB

Suponiendo dada la condicién de no deslizamierst@ [@ cual el rozamiento exis-
tente entre el rodillo y la superficie horizontalbéra ser capaz de proporcionar la
fuerza determinada anteriormente, entonces:

dx. = Rd®
Con lo que el trabajo mecanico nos queda expresado:
W = [Fdx,

Y por lo tanto estamos en condiciones de afirmar lqufuerza de rozamiento no

realiza trabajo mecanico sobre el rodillo. Sin emgbaesta afirmacion no debe con-

fundirnos en cuanto a que esta fuerza es precigarteeresponsable de los cambios
observados en la energia cinética de spin, puestceq la Unica capaz de generar
momento respecto del centro de masa del rodillorygtanto suponiendo al sistema
inicialmente en reposo resulta:

JiRd0 =1 w?
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Por lo tanto:

[fox :% | .w?

De donde, luego de tener en cuenta la expresiG@nilat para la fuerza de
rozamiento, resulta:

Siendo (D) la distancia recorrida por el centrontkesa del rodillo y por lo tanto,
limite superior en la determinacion de la integmablucrada en el célculo anterior.

El resultado recientemente obtenido es coincideoteel que podemos conseguir a
partir de considerar nuevamente la ecuacion de mmnee donde:

_fR
oa=——
| c
Que en términos de la fuerza aplicada sobre @eatjeodillo nos queda:
R
a=—~F
lo
De donde la aceleracion del centro de masa resulta:
2
R
a,=—F
I
Q

Puesto que se trata de una aceleracion constantelocidad del centro de masa del
rodillo estara relacionada con su camino recormaediante:

2 _,,2

ve=vo+2a.D
Teniendo en cuenta que el cilindro estaba iniciate@n reposo y considerando la
expresion obtenida para la aceleracion de su cdaetroasa, de la anterior resulta:

2
vi=——F Conloque: W —I—
lg Q

Coincidente con la que obtuviéramos anteriormergarar de considerar la relacion
entre el segundo término de la expresion dadagbarabajo mecénico y los cambios
observados en la energia cinética de spin.
Finalmente resulta interesante destacar que sidbigabajo mecanico realizado por
la fuerza de rozamiento es nulo, esto se debe amieexpresion del trabajo mecé-
nico, dicha interaccién aporta con un término negat uno positivo de igual mag-

nitud, que no se verificaria en caso de existir deslizatoigestando éste ultimo di-
rectamente relacionado con los cambios observadl@sanergia cinética de spin.

Ejemplo 6.18

Considerando nuevamente la situacion planteaddejeraplo (6.14), y teniendo en
cuenta las conclusiones obtenidas en esa oportugida relacion entre el primer
término del trabajo mecénico y los cambios obsevazh el término orbital de la
energia cinética, resulta que la distancia al cibta cudl la esfera deja de deslizar
sera tal que:
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ﬁkﬂczémﬁ

Donde:
1
V. ==Rw
c 2 o
Con lo que:
D= }—RZWE
8 g9

En este caso la variacion observada en la enargtdca de spin, como consecuen-
cia de la presencia de la fuerza de rozamientardazésera tal que:

ijde:%IC(wf ~w?)

De donde, luego de haber recorrido la distanci@sa@ para iniciar el rodamiento
sin deslizamiento, el angulo barrido por una rgmgoendicular al eje de rotaciéon
vendra dado por:

_3 wa
8 HgmgR
Que para el caso de una esfera nos queda:

2
G:ERWO
16 pqg

Con lo que:

R9:§D
2

Y por lo tanto:

RO >D
Como era de esperar si tenemos en cuenta el dedit® de la esfera sobre la su-
perficie horizontal.
Finalmente, la energia disipada durante el recoppigede determinarse como dife-
rencia de la energia cinética entre el instantgainy el instante a partir del que se
inicia la rodadura sin deslizamiento.
Como aplicaciones del tema en consideracion, semieada trabajar con las simula-
ciones a las que puede acceder mediante los ascRiettraslacion-3.htm, Dis-
cos.htm y Rotacion-2.htm

6.07 CONSERVACION DE LA ENERGIA MECANICA

Considerando un sistema rigido sometido a un ctme fuerza conservativas
y no conservativas, el trabajo mecanico realizawesdicho sistema estara relacio-
nado con los cambios observados en su energiéceaingor:

WCOI']S + Wno congs =AT

Teniendo en cuenta que al trabajo mecanico realipadlas fuerza conservativas lo
podemos expresar en término de la variacion obdearea una funcion escalar de las
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coordenadas del punto, a la que continuaremosifidanto como funcion energia
potencial, de las anteriores resulta que el tralvgoanico realizado por el conjunto
de fuerzasno conservativagstara relacionado con los cambios observados en |
energia cinética y potencial del sistema, mediante:

AT +A® = Wi con

Definiendo la energia mecéanica del sistema consuaa de las energias cinética y
potencial, la anterior puede expresarse en térgenésta magnitud, como:

AE = Wno con:
Donde, como siempre:

E=T+®

Que, en el caso de un movimiento plano, podemaggsapcomo:
1 1
E==mvi+=l.w?+®
2 2

Finalmente y suponiendo nulo el trabajo mecaniatizado por las fuerzas no con-
servativas, de las anteriores resulta que la emengicanica recientemente obtenida
debera permanecer constante.

Ejemplo 6.19
Consideremos nuevamente un péndulo fisico coma ekjudiado y que se muestra
en la figura siguiente. Suponiendo al sistema ldeerozamiento, en cuyo caso su
energia mecanica permanecera constante, y que iestatte inicial se lo deja en
libertad desde el reposo y desde aquella posicida gue el eje que pasa por el cen-
tro de suspencion y el centro de masa del cuetpadégyido a lo largo de una recta
horizontal, teniendo en cuenta las conclusionesrianes, resulta:

e

&

mgR(L-serd) +%|QW2 =mgR

Donde la energia potencial gravitatoria esta deterda
desde el vértice de la trayectoria a lo largo dgua se
desplazaré el centro de masa del péndulo.

Operando algebraicamente, de la anterior obtenemuesla velocidad angular del
péndulo en funcion de la coordenada angular esideracion, vendra dada por:

W2 = Zm—gRserﬁ
g

Coincidente con la que obtuviéramos mediante laa@ones de movimiento.

Con el proposito de mostrar un método util par&ratbmiento de problemas que
involucran sistemas conservativos, plantearemosamente la conservacion de la
energia en términos de la coordenada angular detatenrespecto de la vertical que
se indica en la figura, en cuyo caso:

1 42
R@- +—1 =E
mgRQ- o) +2 1B

Derivando temporalmente en ambos miembro y teniendouenta que como lo dijé-
ramos, la energia mecanica del sistema permanestote, de la anterior resulta:

B+ n:gRserﬁ =0
Q
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Coincidente con la ecuacion diferencial que obtawits planteando las ecuaciones
de movimiento.

Ejemplo 6.20

Finalmente y como otra aplicacion del método indlicanteriormente considerare-
mos la situacién planteada en el ejemplo (6.12)ddaina varilla de masa y longitud

conocidas deslizaba libre de rozamiento con susrars apoyados a lo largo de una
superficie vertical y de una superficie horizontaimo se sugiere en la figura si-
guiente, en cuyo caso teniendo en cuenta que fgiarmaecanica del sistema perma-
nece constante y expresando la energia cinétitéremmno del momento de inercia

respecto de un eje paralelo al eje de rotacionnpager el centro de velocidad nula
y luego de eliminar el factor (%2) resulta:

mgHcosd + 1467 = mgHcosh,
De donde:

: mgH
62 = M9 co. - cosd)
lg
Teniendo en cuenta el teorema de Steiner y questandia
entre el centro de velocidad nula y el centro dsarde la

varilla es coincidente en todo momento con la mdadsu
longitud, de la anterior resulta:

: mgH
62 =9 (cosh, —cosh)
|, +mH
Coincidente con la obtenida en el tratamiento dglrmal.
Como aplicaciones del tema considerado, se recaaitabajar con las simulacio-

nes que se ofrecen en las paginas a las que poegigea mediante los archives-
wood.htm, Yoyo.htm, Muelles.htm y Caja-2.htm
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