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2.01 FENÓMENOS PERIÓDICOS. 
Como una adecuada introducción al tema se recomienda ejecutar el video Perió-

dicos, destinado a ilustrar el comportamiento de sistemas físicos que evolucionan con 
características que se repiten en el tiempo, en cuyo caso diremos que estamos frente a 
un fenómeno periódico, que podremos caracterizar mediante parámetros como los que 
se indican a continuación. 
 

Período. 
Es el tiempo al cabo del cual las magnitudes que caracterizan el estado de un sistema 
toman nuevamente los mismos valores. Así en el caso de una partícula que se mueve a 
lo largo de una trayectoria circular con una velocidad de módulo constante, al tiempo 
que tarda en dar una vuelta completa lo identificamos como el período del movimien-
to. De la misma manera un cuerpo suspendido a un muelle que es apartado de su posi-
ción de equilibrio para luego dejarlo en libertad, oscilará alrededor de dicha posición, 
en cuyo caso identificaremos al tiempo que tarda en efectuar una oscilación completa 
como el período de la oscilación. Un vídeo es en realidad una secuencia de fotografías 
tomadas con intervalos de tiempo muy pequeños para lo cual el obturador de la filma-
dora esta diseñado de manera que la apertura y cierre del mismo se produce cada un 
cierto intervalo de tiempo, que reconocemos como período de obturación. Una lámpa-
ra de destellos o estroboscópica esta diseñada de manera que produce un corto destello 
a intervalos de tiempo que podemos prefijar para atender situaciones de interés parti-
cular y que reconocemos como período de destellos. 
 

Frecuencia. 
Entenderemos por frecuencia al número de veces que en un segundo las magnitudes 
que caracterizan el estado de un sistema toman los mismos valores. Teniendo en cuen-
ta esto es claro que la relación entre la frecuencia y el período vendrá dada por: 

T
1=ν  

Así, en el caso de una partícula animada de un movimiento circular uniforme, la fre-
cuencia del movimiento nos proporciona el número de vueltas que completa en un 
segundo (vueltas/seg.). En el caso del resorte que oscila alrededor de su posición de 
equilibrio, la frecuencia de la oscilación nos proporcionará el número de oscilaciones 
en la unidad de tiempo. En el caso de la filmadora, la frecuencia de obturación nos 
proporciona el número de aperturas por segundo y en el caso de la lámpara estrobos-
cópica, su frecuencia de disparos nos proporciona el número de destellos en la unidad 
de tiempo. 
 

Frecuencia angular. 
Como lo veremos a lo largo de los próximos temas, a menudo resulta útil definir una 
nueva magnitud que conocemos como frecuencia angular (w), relacionada con las 
anteriores mediante: 
 

πν=ω 2  
 
por lo tanto 

T
2π=ω  

 

Introducción al Estudio de un Movimiento Armónico Simple. 
Previamente a  iniciar con el tratamiento del tema se recomienda ejecutar el archivo 
06-Mas.htm, incluido en la carpeta del mismo nombre que le permitirá acceder a una 
simulación en la que se ofrece una interesante comparación entre las variaciones tem-
porales observadas en la coordenada vertical de un cuerpo que oscila suspendido a un 
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muelle, con las variaciones temporales en una de las coordenadas que caracterizan la 
posición de una partícula animada de un movimiento circular uniforme, para diferen-
tes valores que podrá establecer manualmente, de la frecuencia, ángulo de fase y am-
plitud de la oscilación, en cuyo caso y como se muestra en la figura siguiente, la coor-
denada de la partícula que se mueve a lo largo de la trayectoria circular dependerá de 
la coordenada angular según. 

 
Donde, teniendo en cuenta que la velocidad angular (w) es constante, a la coordenada 
angular en función del tiempo podemos expresarla como: 

t w=θ  
Luego, la coordenada vertical de la partícula, en función del tiempo, vendrá dada por: 

wtsenR)t(y =  
Donde hemos supuesto que el valor de la coordenada angular en el instante inicial es 
nulo, por lo que y suponiendo que en dicho instante la coordenada pudiera tener un 
valor no nulo, la anterior nos queda: 

)wt( senR)t(y δ+=  
Expresión, que como lo podemos apreciar en la simulación indicada anteriormente, 
también nos caracteriza las variaciones temporales en la coordenada vertical de la 
partícula que oscila suspendida al muelle alrededor de su posición de equilibrio, en 
cuyo caso R nos proporciona el máximo valor que toma dicha coordenada y que cono-
cemos como la amplitud con la que oscila el cuerpo alrededor de su posición de equi-
librio, siendo este un movimiento que reconoceremos como armónico simple. 
Teniendo en cuenta que luego de un período el valor de dicha coordenada tendrá que 
ser el mismo, resulta entonces que: 

[ ] [ ]δ++=δ++ Twwt senRT)w(t senR  
De donde obtenemos que el período deberá ser tal que: 

πν=∴π=∴π= 2w            
T

2
w            2wT

 
Magnitud que, como ya lo mencionamos, conocemos como frecuencia angular de la 
oscilación. 
 
2.02 INTERACCIÓN CON UN MUELLE LINEAL. 

Consideraremos a continuación las fuerzas que resultan de la interacción con un 
muelle como las que se sugieren en la figura siguiente. 
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Llamando longitud propia (l0) a la longitud del muelle sin de-
formar, se comprueba experimentalmente que para determinados 
rangos de deformaciones, la fuerza resultante de la interacción 
entre el muelle y el agente encargado de producir la deformación 
es proporcional a dicha deformación (δδδδ), como se muestra en la 
gráfica lateral, que formalmente podemos expresar como:  

δ=  kF  
Donde (δ) es la deformación del muelle y (k) una constante que lo caracteriza, que en 
adelante identificaremos como constante elástica del mismo. 
Con referencia al comportamiento de un muelle cuando es sometido a deformaciones 
resulta oportuno destacar que la linealidad entre la fuerza y la deformación general-
mente no existe en el caso de pequeñas deformaciones y también se pierda si se some-
te el sistema a grandes deformaciones, dando lugar en este último caso al fenómeno 
conocido como de deformación plástica, consecuencia de lo que una vez liberado el 
muelle no recupera las características iniciales. Por lo que debe cuidarse de que el 
sistema opere en la zona lineal, si deseamos que sean válidas las conclusiones men-
cionadas en el párrafo anterior y evitar el deterioro permanente del muelle empleado. 
 

Laboratorio Virtual V 
Determinación Estática de la Constante Elástica de un Muelle. 
Las imágenes laterales nos mues-
tra las diferentes deformaciones a 
las que se verá sometido un mue-
lle del que se suspenden cuerpos 
de diferentes masas, resultando 
que las deformaciones observadas 
en el muelle estarán relacionadas 
con la fuerza aplicada y por lo 
tanto con el peso y masa de los 
cuerpos suspendidos, mediante: 

δ=  kg m
     

Donde (k) es la constante que caracteriza al muelle, que hemos identificado como 
constante elástica del mismo. 
Mediante la primera de las simulaciones que se ofrecen en la página a la que puede 
acceder ejecutando Muelle-1.htm, podrá determinar las deformaciones a las que se ve 
sometido un muelle, como consecuencia de diferentes cuerpos suspendidos al mismo y 
con las mediciones realizadas deberá: 
� Representar las deformaciones del muelle en función del peso del cuerpo suspen-

dido. 
� Trazar la recta que mejor ajuste al conjunto de puntos obtenidos. 
� Determinar la constante elástica del muelle, teniendo en cuenta que para la situa-

ción en consideración y de acuerdo a lo indicado anteriormente, las deformacio-
nes del muelle y el peso del cuerpo suspendido estarán relacionados mediante: 

mg
k

1=δ
 

Con el propósito de realizar comparaciones, mediante el icono “Nuevo” que ofrece la 
simulación podrá modificar aleatoriamente la constante elástica del muelle empleado, 
que deberá determinar mediante el mismo procedimiento. 
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Oscilaciones Libres. 
Consideremos el caso de un muelle lineal que interactúa con un cuerpo de masa (m) 
como se muestra en la primera de las figuras siguientes, y supongamos que mediante 
una interacción externa apartamos al sistema de su posición de equilibrio sometiendo 
el muelle a una deformación inicial como la sugerida en la segunda figura, para luego 
dejarlo en libertad de desplazarse a lo largo de la superficie horizontal a la que imagi-
naremos libre de rozamiento. 
Bajo estas condiciones las 
fuerzas a que se verá sometido 
el cuerpo serán las indicadas 
en el diagrama siguiente, que 
resultan de su interacción con 
el campo gravitatorio terrestre, 
con el muelle y con la superfi-
cie horizontal. 

 

 

 

 
 
Con lo que la ecuación de Newton para el centro de masa del cuerpo 
nos queda expresada como: 

amgmNF
rrrr

=++   
Con el propósito de evaluar las componentes de esta ecuación emplearemos en un 
sistema de ejes cartesianos como el indicado en las figuras anteriores, donde supone-
mos al origen coincidente con la posición en la que el centro de masa del cuerpo está 
en equilibrio, que en este caso es coincidente con aquella posición en la que el resorte 
está sin deformar y por lo tanto, la deformación del resorte coincidirá en todo momen-
to con la coordenada horizontal del centro de masa del cuerpo, con lo que la fuerza a 
la que se verá sometido como resultado de su interacción con el muelle puede expre-
sarse como: 

i x k F
rr

−=  
Que nos muestra una interesante semejanza con la forma que caracteriza a una fuerza 
elástica, en cuyo caso dicha magnitud vendrá dada por: 

r k F
rr

−=  
Siendo éste el motivo por el que a la constante del muelle la conocemos como cons-
tante elástica. Sin embargo debe observarse que existe una importante diferencia entre 
estas dos fuerzas, mientras la segunda siempre es de naturaleza atractiva, la que resulta 
de la interacción con el muelle lineal será atractiva cuando la coordenada sea positiva 
o sea cuando el muelle está elongado y tendrá sentido opuesto cuando el muelle está 
comprimido, esto es cuando dicha coordenada es negativa. 
Teniendo en cuenta los aspectos mencionados es claro que al evaluar la componente 
horizontal de la ecuación vectorial planteada inicialmente obtenemos la ecuación esca-
lar que se indica a continuación: 
 

x m x k &&=−  

De donde: 

x  
m

k
x −=&&

 
Resultando que la aceleración del cuerpo variará con su coordenada horizontal como 
se sugiere en la figura siguiente. 
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Separando variables a partir de la ex-
presión para la aceleración en función 
de la coordenada, resulta:  

dx x  
m

k
xd x −=&&

 
Integrando entre límites compatibles, que tengan en cuenta las condiciones iniciales, 
obtenemos: 

∫∫ −= x

x

x

o
dx x

m

k
xd x

&

o
&&

 

De donde, luego de efectuar las integraciones en ambos miembros, resulta: 
 

( )222 xx
m

k
x −=

o
&

  
Por lo tanto, el movimiento estará acotado entre dos valores extremos de la coordena-
da horizontal, dados por el valor de la deformación inicial del muelle, como se sugiere 
en la figura anterior. Resultando que el cuadrado de la velocidad del centro de masa 
del cuerpo variará con la coordenada horizontal como se indica en la figura siguiente, 
donde la máxima velocidad del cuerpo la tendremos en el instante en que se anula 
dicha coordenada o sea cuando es nula la deformación del muelle y vendrá dada por: 
 

o& x 
m
k

xmax =
 

Con el propósito de obtener una expresión para la coor-
denada espacial en función del tiempo tengamos en 
cuenta que de la obtenida para el cuadrado de su veloci-
dad en función de dicha coordenada, resulta:  

)xx(
m
k

dt
dx 22 −= o

 
De donde: 

dt 
m
k

)xx(

dx
22

=
−

o  

Que definiendo la magnitud: 

m
k

w =
 

Resulta: 

dt w
)xx(

dx
22

=
−

o  

Que al integrar ambos miembros entre los límites correspondientes nos queda: 
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∫∫ =
−

t

o

x

x 22
dtw

)xx(

dx
o

o  
De donde luego de efectuar la integración obtenemos que la coordenada horizontal 
variará con el tiempo según: 

( ) ( )wtcosxtx o=  
Por lo tanto se tratará de un movimiento en donde el cuerpo oscila alrededor de su 
posición de equilibrio con una frecuencia angular y un período dados por: 

m

k
w =

 k

m
2T π=

 
En el que la velocidad del centro de masa del cuerpo y su aceleración variarán con el 
tiempo según: 

( ) ( )wtsenwxtv o−=  

( ) ( )wtcoswxta 2
o

−=  
Resultando para las funciones obtenidas gráficas cualitativas similares a las mostradas 
al considerar el movimiento de un cuerpo en el interior de un túnel diametral al plane-
ta y que se reiteran a continuación. 

x(t) 

x 43210

2

1

0

-1

-2

 

v(t) 

x 43210

6

4

2

0

-2

-4

-6

 

a(t) 

x 43210

15

10

5

0

-5

-10

-15

 
 

Laboratorio Virtual VI. 
Determinación Dinámica de la Constante Elástica de un Muelle. 
La segunda simulación incluida en la página a la que se hace referencia anteriormente, 
le permitirá, mediante el cronómetro incluido en dicha simulación, determinar el pe-
ríodo con el que oscilan cuerpos de diferentes masas suspendidos a un muelle y con 
los valores obtenidos deberá: 
� Representar el cuadrado del período en función de la masa suspendida. 
� Trazar la recta que pasando por el origen, mejor ajuste al conjunto de puntos ob-

tenidos. 
� Determinar la constante elástica del muelle, teniendo en cuenta que para la situa-

ción en consideración, dicho período vendrá dado por: 

m
k

4
T

2
2 π=

 
Con el propósito de mejorar la calidad de los resultados y para cada masa suspendida, 
se recomienda determinar el tiempo en el que se completan diez oscilaciones consecu-
tivas y a partir de este valor obtener el período con el que ha oscilado el sistema. 
Con el propósito de realizar comparaciones y mediante el icono “Nuevo” ofrecido en 
la simulación, podrá modificar aleatoriamente la constante elástica del muelle, que 
deberá determinar mediante el procedimiento recientemente indicado. 
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2.03 PÉNDULO PUNTUAL. 
        Como una aplicación de los temas tratados, con-
sideremos un sistema formado por un cuerpo suspen-
dido de una cuerda inextensible y de masa desprecia-
ble, donde las dimensiones del cuerpo son menores 
que el error con que se determina la longitud de la 
cuerda, como el que se muestra en la figura lateral y 
que conocemos como péndulo puntual.  
Suponiendo que el sistema se aparta de la posición de equilibrio, manteniendo la cuer-
da extendida para luego dejarlo en libertad,  es claro que para un instante posterior 
cualquiera,  la partícula se desplazará a lo largo de un arco de circunferencia de radio 
(L) y estará sometida al conjunto de fuerzas que se indican en la figura anterior, con-
secuencias de la interacción gravitatoria y de la interacción con la cuerda, con lo que 
la ecuación de Newton para la partícula suspendida nos queda: 

amgmT
rrr

=+  
Que evaluada en componentes según las direcciones polares indicadas en la figura 
anterior, nos proporciona las siguientes ecuaciones escalares: 

( )
( )θ+θ=θ

θ−=−θ

θ
&&&&

r

&&&
r

r2rmcosmg     e

rrmTsenmg     e 2
r

 
Teniendo en cuenta que la distancia de la partícula al polo (punto de sustentación) 
permanece constante e igual a la longitud (L) de la cuerda, de las anteriores resulta: 

θ=θ

θ−=−θ

θ
&&

r

&
r

mLcosmg     e

mLTsenmg     e 2
r

 
Con lo que de la componente transversal obtenemos que la coordenada angular de la 
partícula vendrá expresada por una función del tiempo por la solución de la ecuación: 

θ






−=θ cos
L

g&&

 
Que en términos de la coordenada angular (φ), determinada a partir de la posición de 
equilibrio nos queda: 

φ






−=φ sen
L

g
&&

 
 
Solución Aproximada para Oscilaciones con Pequeñas Amplitudes. 
Suponiendo que en el instante inicial, y durante el intervalo de tiempo de interés la 
coordenada angular involucrada en la expresión anterior es “pequeña”  de manera que 
sea válida la aproximación: 

φ≅φsen  
Entonces, bajo estas condiciones la coordenada angular que describe el comporta-
miento de la partícula deberá ser una función tal que sea solución de la ecuación: 

φ






−=φ  
L

g
&&
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Que como podemos notar es formalmente similar a la ecuación resuelta al considerar 
las oscilaciones libres de un cuerpo que interactua con un muelle lineal: 

x  
m

k
x −=&&

 
Con lo que las conclusiones logradas en aquella oportunidad serán válidas en este caso 
y por lo tanto la coordenada angular variará en el tiempo según: 

( )wtcosoφ=φ  
Donde la frecuencia angular vendrá dada por: 

L

g
w =

 
Y por lo tanto la partícula oscilará alrededor de su posición de equilibrio con un perío-
do dado por: 

g

L
2T π=

 
Siendo interesante destacar que en el tratamiento no se ha considerado la fuerza que 
resulta de la interacción con la atmósfera, que de considerarse daría lugar a un movi-
miento oscilatorio con una amplitud decreciente, que será considerado posteriormente. 
Asimismo es importante mencionar que la solución lograda recientemente es solamen-
te una adecuada aproximación, útil en el tratamiento de algunas situaciones de interés 
como la que se considera en la experiencia virtual que se recomienda posteriormente. 
 

Solución General para el Período de un Péndulo Puntual. 
Considerando nuevamente la ecuación. 

φ






−=φ sen
L

g
&&

 
Es posible demostrar que el período con el que oscilará el péndulo vendrá dado por: 








 +++






π= .............k
64

9
k

4

1
1

g

L
2T 422

1

 
Donde la constante (k) depende de la amplitud con la que oscila el sistema, según: 








 φ=
2

senk o

 
Con lo que vemos que en general el período de un péndulo dependerá de la amplitud 
con la que oscila alrededor de su posición de equilibrio. 
Considerando nuevamente aquella situación en la que es válida la aproximación: 

φ≅φsen  
De la expresión recientemente obtenida para el período del péndulo, resulta que bajo 
estas condiciones, la mencionada magnitud vendrá dada por: 








 +φ+φ+






π= .............
1024

9

16

1
1

g

L
2T 422

1

oo
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Que como podemos notar no coincide con la obtenida anteriormente bajo las mismas 
condiciones, en cuyo caso resultó: 

g

L
2T π=

 
Motivo por el que cuando la obtuvimos, mencionamos que solo se trataba de una ade-
cuada aproximación al período de un péndulo puntual que oscila con pequeñas ampli-
tudes, ya que cuando la amplitud de la oscilación es tal que el segundo término del 
desarrollo en serie de potencias es inferior al error con el que deseamos determinare-
mos el período de las oscilaciones, dicho término y los restantes podrán despreciare y 
considerar al período dado por la expresión anterior. 
 

Laboratorio Virtual VII. 
Determinación de “g” mediante un Péndulo Puntual. 
Mediante la primera simulación que se ofrece en la página a la que puede acceder 
ejecutando el archivo Péndulo.htm, podrá determinar el período con el que oscilan 
péndulos de diferentes longitudes en diferentes planetas de nuestro sistema, con lo que 
deberá obtener la aceleración de la gravedad en la superficie de la Tierra, la Luna y 
Júpiter, para lo cual en cada uno de los planetas mencionados y luego de determinar el 
período de por lo menos siete péndulos de longitudes diferentes, deberá: 
� Representar el cuadrado del período en función de la longitud del péndulo. 
� Trazar la recta que, pasando por el origen, mejor ajuste al conjunto de puntos 

obtenidos. 
� Determinar el valor de “g” en la superficie del planeta, teniendo en cuenta que 

para la situación en consideración, el período en cada péndulo vendrá dado por. 

L
g

4
T

2
2 π=

 
 

Laboratorio Virtual VIII. 
Variaciones del Período con la Amplitud con que Oscila un Péndulo Puntual. 
Mediante la segunda simulación ofrecida en la página mencionada anteriormente po-
drá determinar el período de un péndulo puntual, para diferentes valores de la ampli-
tud con la que oscila alrededor de su posición de equilibrio y con los valores obtenidos 
podrá verificar la dependencia entre ambas magnitudes, como lo prevé la expresión. 








 +++






π= .............k
64

9
k

4

1
1

g

L
2T 422

1

 
Donde recordemos que la constante (k) depende de la amplitud con la que oscila el 
sistema, según: 








 φ=
2

senk o

 
 
2.04 OSCILACIONES LIBRES  II 
 En esta oportunidad consideraremos un nuevo tratamiento de la situación plan-
teada anteriormente con el propósito de presentar una manera mas interesante de obte-
ner la función que me permite describir el comportamiento del sistema, o sea de obte-
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ner una expresión para la coordenada espacial en función del tiempo, solución de la 
ecuación: 

x  
m

k
x −=&&

 
Que en adelante reconoceremos como ecuación diferencial del movimiento, en tanto y 
en cuanto en ella intervienen la función y su segunda derivada y que para buscar su 
solución expresaremos como: 

0)t(x 
m

k
)t(x =+&&

 
Siendo nuestro problema, encontrar una expresión para la coordenada horizontal en 
función del tiempo, tal que empleada en la anterior junto con su derivada temporal 
segunda, se satisfaga la igualdad indicada, en cuyo caso diremos que la expresión en-
contrada es una solución de la ecuación diferencial planteada, que recordemos resultó 
al evaluar en componentes cartesianas la ecuación de Newton para el movimiento del 
centro de masa del cuerpo, y por lo tanto es claro que la mencionada solución nos 
permitirá describir las características del movimiento de dicho punto según la direc-
ción horizontal. 
A los efectos de obtener la función que nos describe las características del movimiento 
del centro de masa del cuerpo una vez que lo dejamos en libertad y con el propósito de 
darle mas generalidad al tema, supondremos que al dejarlo en libertad lo hacemos de 
manera que tanto la posición como la velocidad de su centro de masa no son nulas y 
con miras a simplificar el manejo algebraico futuro definiremos la magnitud: 

m

k
w2 =

 
En términos de la cual nuestra ecuación diferencial original nos queda: 

0xwx 2 =+&&  

Como solución de la anterior propondremos una función del tipo exponencial. 
qtCe)t(x =  

Donde (C y q) son constantes que deberemos determinar a los efectos de que la fun-
ción propuesta sea efectivamente solución de nuestra ecuación diferencial. 
Con este propósito reemplazaremos la función y su derivada segunda en dicha ecua-
ción, con lo que obtenemos que las constantes involucradas deberán ser tales que: 

0wq 22 =+  
Por lo tanto, la función exponencial propuesta será solución de nuestra ecuación dife-
rencial cualquiera sea el valor de la constante (C), con la condición de que la constante 
(q) sea solución de la ecuación algebraica anterior, y que por lo tanto tome alguno de 
los valores que se indican a continuación: 

2wq −±=  
Que en términos de la unidad imaginaría podemos expresar como: 

w i q ±=  
Teniendo en cuenta las conclusiones obtenidas, resulta que las funciones: 

iwt
1eC)t(x =  

iwt
2eC)t(x −=  
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Serán soluciones de nuestra ecuación diferencial, a las que en adelante identificaremos 
como soluciones particulares, ya que, como veremos a lo largo del tema, cada una de 
ellas permitirá describir situaciones asociadas con condiciones iniciales diferentes, 
pudiendo demostrarse por simple sustitución, que una combinación lineal de las mis-
mas también será solución de nuestra ecuación diferencial, la que nos permitirá des-
cribir el comportamiento mas general posible del sistema, motivo por lo que en ade-
lante reconoceremos a esta como la solución general de nuestra ecuación diferencial. 

iwt
2

iwt
1 eCeC)t(x −+=  

Donde (C1 y C2) son constantes que deberemos determinar y que como veremos esta-
rán directamente relacionadas con las condiciones iniciales del problema. 
Con el propósito de darle otra forma a la función obtenida, veremos de expresarla en 
término de funciones trigonométricas, teniendo en cuenta que en general, las exponen-
ciales pueden relacionarse con dichas funciones mediante: 

θ+θ=θ senicosei
 

Con lo que la solución general de nuestra ecuación diferencial puede expresarse en 
término de funciones trigonométricas, como: 

)wtsen()CC(i)wtcos()CC()t(x 2121 −++=  
Que en término de las nuevas constantes: 

)CC(iA   y   )CC(A 212211 −=+=  
Puede expresarse como: 

)wtsen(A)wtcos(A)t(x 21 +=  
Que recordemos nos proporciona una expresión en función del tiempo, para la posi-
ción del centro de masa del cuerpo en término de dos nuevas constantes, que como 
veremos dependerán de las condiciones iniciales asociadas con la posición y velocidad 
del centro de masa en el instante en que lo dejamos en libertad. 
Derivando temporalmente la anterior, estamos en condiciones de obtener expresiones 
generales para la velocidad y aceleración del centro de masa del cuerpo en función del 
tiempo y en término de las constantes mencionadas en el párrafo anterior, resultando: 

)wtcos(wA)wtsen(wA)t(x 21 +−=&
 [ ])wtsen(wA)wtcos(wA)t(x 2

2
2

1 +−=&&
 

Como ya lo mencionáramos en varias oportunidades, las características del movimien-
to de un cuerpo dependerán de las interacciones a que está sometido así como de las 
condiciones iniciales correspondientes a la situación planteada. En la solución obteni-
da no queda lugar a dudas que las interacciones están presentes, a través de la masa y 
de la constante elástica incluidas en (w). En cuanto a las condiciones iniciales, vere-
mos que de estas dependerán las constantes (A1 y A2) incluidas en nuestra solución y 
que en adelante reconoceremos como Constantes de Integración. 
Con el propósito de obtener expresiones para dichas constantes, en término de las 
condiciones iniciales, observemos que la solución lograda para nuestra ecuación dife-
rencial deberá ser capaz de describir el comportamiento del sistema en cualquier ins-
tante, en particular, en el instante inicial. Por lo tanto requiriendo que las funciones 
anteriores satisfagan esta condición, esto es que en: 

oo && xx     xx     0t ===  
Resulta que las constantes involucradas en la solución, deberán ser tales que: 
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w

x
A     y     xA 21

o
o

&==
 

Con lo que la solución general de nuestro problema, en función del tiempo y en térmi-
no de las condiciones iniciales, nos queda: 

)wtsen(
w

x
)wtcos(x)t(x o

o

&+=
 

)wtcos(x)wtsen(wx)t(x oo && +−=  

[ ])wtsen(wx)wtcos(wx)t(x 2
oo &&& +−=  

 

Situaciones Particulares. 
Consideraremos a continuación la situación particular que resulta de suponer que al 
sistema se lo deja en libertad con el resorte deformado y el cuerpo en reposo, en cuyo 
caso de las anteriores obtenemos: 

)wtcos(x)t(x o=  
)wtsen(wx)t(x o& −=  

)wtcos(wx)t(x 2
o&& −=  

Que claramente corresponde a un movimiento oscilatorio con una amplitud constante, 
determinada por la posición del cuerpo en el instante inicial, (coincidente con la de-
formación del resorte en dicho instante) y con un período dado por: 

k

m
2T            

w

2
T π=∴π=

 
Con gráficas temporales para las funciones obtenidas como las que se muestran a con-
tinuación: 

)t(x  

x 43210

2

1

0

-1

-2

 

)t(x&  

x 43210

6

4

2

0

-2

-4

-6

 

)t(x&&  

x 43210

15

10

5

0

-5

-10

-15

 
Otra situación particular de interés es aquella que resulta de dar al cuerpo una veloci-
dad inicial cuando se encuentra en reposo y en su posición de equilibrio (con el muelle 
sin deformar) resultando entonces las siguientes expresiones para la posición, veloci-
dad y aceleración del centro de masa del cuerpo: 

)wtsen(
w

x
)t(x o&=

 
)wtcos(x)t(x o&& =  )wtsen(wx)t(x o&&& −=  

Que nuevamente corresponde a un movimiento periódico con un período coincidente 
con el obtenido en el caso anterior y con una amplitud claramente dependiente de la 
velocidad inicial y de los parámetros que caracterizan el sistema, esto es, de la cons-
tante elástica y de la masa del cuerpo considerado. 
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Otra Forma de Expresar la Solución General. 
Teniendo en cuenta la relación que vincula el seno de la suma de dos ángulos con los 
senos y cosenos de dichas magnitudes puede obtenerse una forma muy conveniente 
para la solución general de nuestro problema, en términos de dos nuevas constantes, 
dependientes claro está, de las condiciones iniciales involucradas, resultando: 

)wtsen(A)t(x δ+=  
En cuyo caso las nuevas constantes nos quedan relacionadas con las anteriores y por lo 
tanto con las condiciones iniciales, mediante las expresiones siguientes. 

2
222

2
2
1

2

w

x
xA            AAA 







+=∴+= o
o

&

 

o

o

&x

wx
)tg(            

A

A
)tg(

2

1 =δ∴=δ
 

Siendo oportuno mencionar que esta forma de expresar la solución puede resultar ven-
tajosa respecto de la anterior en aquellas situaciones en las que, a diferencia de las 
consideradas en los casos particulares, ninguna de las condiciones iniciales es nula. 
Como una ilustración del tema y ejecutando el archivo Libres.htm incluido en la car-
peta del mismo nombre, podrá acceder a una simulación destinada a ilustrar diferentes 
aspectos tratados a lo largo del tema considerado, donde, para diferentes condiciones 
iniciales podrá observar gráficas de la posición en función del tiempo y de la veloci-
dad en función de la posición del cuerpo. 
 

Figuras de Lissajous. 
Ejecutando el archivo Lissajous.htm incluido en la carpeta del mismo nombre, podrá 
acceder a una simulación, cuya teoría se recomienda consultar, destinada a ilustrar el 
movimiento que resulta como consecuencia de la superposición de dos movimientos 
armónicos simples con frecuencias angulares o fases iniciales diferentes. 
 
2.05 INTERACCIÓN POR CONTACTO ENTRE SUPERFICIES SECAS. 
Consideraremos las características de las fuerzas que resultan de 
la interacción entre superficies secas en contacto, como podría 
ser el caso mostrado en la figura lateral, donde un cuerpo de 
masa (m) está apoyado sobre una superficie horizontal sometido 
a la interacción con un muelle, inicialmente sin deformar. 
Para la situación planteada, donde el resorte está sin deformar, 
las únicas fuerzas a las que se encuentra sometido el cuerpo son 
las indicadas en la figura y puesto que está en equilibrio. 

 

 
 

g mN =  

Suponiendo ahora que el resorte se somete a una pequeña elongación, como la sugeri-
da en la figura siguiente y que a pesar de esto el cuerpo continúa en equilibrio, es claro 
que la única alternativa para dar una explicación al fenómeno es pensar que la fuerza 
(R) resultante de la interacción con la superficie horizontal ha cambiado, como se 
sugiere en dicha figura, de manera el cuerpo pueda permanecer en equilibrio, con lo 
que la ecuación de Newton para esta nueva situación vendrá dada por: 

0gmRFa =++ rrr

 
Expresando a la fuerza que resulta de la interacción entre las superficies en contacto, 
como la suma de una componente normal (N) y una componente tangente a las super-
ficies en contacto, que reconoceremos como fuerza de rozamiento estático (fe), como 
se indica en la figura siguiente, es claro que la anterior puede expresarse como: 
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0gmNfF ea =+++ rrrr

 
Que evaluada según una dirección normal y una tan-
gente a dichas superficies en contacto, nos proporciona 
el siguiente sistema de ecuaciones escalares. 

 

 

0mgN

0fF ea

=−
=−

 

 
De donde 

mgN

Ff ae

=
=

 
Suponiendo que continuamos elongando el muelle y que la condición de equilibrio se 
mantiene, entonces la componente tangente a las superficies en contacto o fuerza de 
rozamiento estática, se habrá incrementado lo necesario para mantener el equilibrio 
relativo entre las superficies, como se sugiere en la figura siguiente. 
Donde además podemos notar que, como la 
componente normal de la mencionada interac-
ción no cambia, es entonces necesario un cam-
bio en la dirección de la fuerza (R) que resulta 
de la interacción entre las superficies. 

 

 
 

Teniendo en cuenta lo indicado anteriormente, y mientras 
se mantenga la condición de equilibrio, la componente 
tangente a las superficies en contacto, que como ya lo men-
cionamos, reconoceremos como fuerza de rozamiento está-
tica, tomará diferentes valores, coincidentes con los de la 
fuerza aplicada mediante el muelle como se indica en la 
gráfica lateral. 

 
 

 
 

Sin embargo este idilio entre ambas fuerzas no podemos esperar que perdure para 
cualquier valor de la fuerza aplicada al cuerpo mediante su interacción con el muelle. 
Efectivamente, si continuamos elongando el resorte llegará un momento en el que se 
rompe el equilibrio entre las superficies en contacto como consecuencia de que, la 
interacción entre las mencionadas superficies no puede dar lugar a una fuerza con una 
componente tangencial (fuerza de rozamiento) como la necesaria para mantener el 
estado de equilibrio al que estamos haciendo referencia, como se sugiere en la siguien-
te figura, donde se supone superada la situación de referencia. 

 
Experimentalmente se verifica que para una dada interacción entre dos superficies en 
contacto y en equilibrio relativo, el máximo valor que puede tomar la componente 
tangencial o fuerza de rozamiento, es directamente proporcional al valor que tiene la 
componente normal y el factor de proporcionalidad, que en adelante reconoceremos 
como coeficiente de rozamiento estático, depende de las características físicas de las 
superficies en contacto, no de las dimensiones de dichas superficies, resultando que el 
mencionado valor máximo para la componente de rozamiento puede expresar formal-
mente como: 

Nf max,e µ=
 

Siendo importante destacar que, como en general el valor de la componente normal 
dependerá de la situación en consideración, la componente de rozamiento máxima a 
que podrá dar lugar una interacción también dependerá de la mencionada situación. 
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En este momento resulta oportuno rescatar dos aspectos ya mencionados explícita o 
implícitamente pero que suelen generar confusiones poco convenientes al considerar 
este tema. 
� La fuerza que resulta de la interacción entre las superficies en contacto es la que 

en la situación planteada hemos indicado con (R), la que llamamos fuerza de ro-
zamiento al igual que la normal son en realidad, solamente componentes ortogo-
nales de la anterior. 

� La componente tangente a las superficies en contacto o 
fuerza de rozamiento puede tomar cualquier valor entre 
cero y el máximo indicado en la gráfica siguiente. El valor 
que tome en este intervalo dependerá de la situación en 
consideración. 

 
Rozamiento Dinámico. 
Una vez roto el equilibrio entre las superficies, se comprueba que la componente de 
rozamiento toma un valor inferior al máximo que podía tomar la fuerza de rozamiento 
estática, como se sugiere en la figura siguiente, permaneciendo constante e indepen-
diente del valor que tenga la fuerza aplicada, resultando que su módulo puede vincu-
larse con la componente normal mediante un nuevo coeficiente, al que reconoceremos 
como coeficiente de rozamiento dinámico, como se indica a continuación. 

 
Finalmente y aún cuando esto resulte obvio, es conveniente observar que la compo-
nente de rozamiento dinámica es una fuerza dirigida siempre en sentido opuesto al 
movimiento y por lo tanto estará constantemente asociada con disminuciones en la 
velocidad del cuerpo, esto es, como lo veremos posteriormente, con una disipación de 
la energía mecánica del sistema. 
 

Determinación del Coeficiente de Rozamiento Estático. 
Consideremos el caso de un cuerpo apoyado sobre una superficie horizontal como se 
muestra en la figura lateral, en cuyo caso, teniendo en cuenta que el cuerpo está en 
reposo, su interacción con la superficie dará lugar a una fuerza en la dirección normal 
a la misma, como se indica en la figura siguiente, cuyo módulo coincidirá con el de la 
fuerza que resulta de la interacción gravitatoria. 

 
Suponiendo ahora que inclinamos la superficie, de manera que esta forme un cierto 
ángulo con la horizontal y si el cuerpo continúa en reposo, teniendo en cuenta que la 
fuerza gravitatoria a la que se encuentra sometido no a cambiado, es claro entonces 
que la fuerza que resulta de la interacción entre el cuerpo y la superficie continuará 
siendo la misma que en el caso anterior, como se sugiere en la primera de las figuras 
que continúan, siendo posible en esta oportunidad expresar a la mencionada fuerza 
como la suma de dos componentes ortogonales, una normal a la superficie en contacto 
y la restante tangente a la misma, que hemos identificado como fuerza de rozamiento, 
tal como se indica en la segunda de las figuras siguientes. 
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Incrementando nuevamente el ángulo y suponiendo que el cuerpo continúa en reposo 
es claro que la fuerza que resulta de la interacción entre las superficies en contacto no 
a cambiado, lo que a cambiado son las componentes ortogonales según las direcciones 
normal y tangencial a las superficies en contacto como se sugiere en las figuras si-
guientes. 

  

  
Finalmente, y suponiendo que el ángulo (α3) fuera tal que al superarlo se rompe el 
equilibrio entre las superficies en contacto, es claro entonces que para esa abertura la 
componente de rozamiento ha tomado el máximo valor posible, esto es: 

3e3,e Nf µ=
 

Por otro lado, teniendo en cuenta que en estas condiciones el cuerpo permanece en 
equilibrio, entonces: 

0gmR =+ rr

 
Que evaluada en componentes según las direcciones tangente y normal a las superfi-
cies en contacto nos proporciona las siguientes ecuaciones escalares. 

0cosmgN

0fsenmg

33

3e3

=α−
=−α

 

 
De donde: 

33

33e

cosmgN

senmgf

α=
α=

 
Teniendo en cuenta estas conclusiones de la última expresión indicada, para el valor 
máximo que toma la componente de rozamiento, resulta: 

3e tgα=µ  
Relación y método que nos pueden permitir efectuar una determinación experimental 
del coeficiente de rozamiento estático entre las superficies en consideración. 
 


