Ochoa - Castafio
Dindmica para un Sistema de Particulas

5.01 CANTIDAD DE MOVIMIENTO.

Centro de Masa.

Considerando un sistema de cuerpos p@su
como el sugerido en la figura, hemos definidoeat-
tro de masa del sisten@mo un punto cuya coorde:
nada vectorial, determinada respecto del origeanrde
sistema de referencia (xyz) como el indicado en
mencionada figura, vendra dada por:

T :Zmiﬁ

c

2m
Si bien el punto que hemos definido como centrmdsa del sistema no sera necesa-
riamente un punto asociado con alguna particulsidema, es claro que el movi-
miento que eventualmente puedan tener las difergradiculas, dara lugar a cam-
bios en la coordenada vectorial de dicho puntorjgtanto podremos pensar en una
magnitud destinada a caracterizar dichos cambiopdeales, a la que en adelante
reconoceremos comeactor velocidad del centro de masa del sistgnyae formal-
mente podemos obtener derivando temporalmentetéai@n con lo que dicha mag-
nitud, en términos de la masa (m) del sistema, apdeekpresada como:

N UNY
Vo ==—— 5.1
m
Analogamente podemos pensar en una magnitud d#stnearacterizar los cambios
temporales observados en el estado de movimiehtoudéo en consideracion, a la

gue en adelante reconoceremos coector aceleracion del centro de madal sis-
tema, que formalmente quedara expresada como:

éc = m 5.2
m

Magnitud que, tal como lo demostraramos en el proagpitulo, esta relacionada con
la resultante de las fuerzas extermasdiante la ecuacion:

F= méc 5.3
Por lo tanto, los cambios temporales observadad estado de movimiento del cen-
tro de masa de un sistema, caracterizados porcsar\eceleracion, estaran directa-
mente vinculados con la resultante de las fuerd@sres, como estuvieran aplicadas
en dicho punto y como si la totalidad de la madaideema estuviera concentrada en
él. Siendo importante remarcar que de acuerdoacamehcionado, las fuerzas inter-
nas no pueden modificar el estado de movimientceleiro de masa de un sistema,

independiente de que estas modifiquen o no el @stadnovimiento de cada una o
de alguna de las particulas que integran el meadmsistema.

Vector Cantidad de Movimiento.
Definiremos al vector cantidad de movimiento desisgtema como aquel que resulta
de sumar la cantidad de movimiento de cada unasi@drticulas que lo integran,
gue formalmente expresar como:

IE’ZZmiVi 54

De donde, y teniendo en cuenta (5.1), resulta geiednagnitud se puede expresar
en términos del vector velocidad del centro de mamao:

5-143



Ochoa - Castafio
Dinamica para un Sistema de Particulas

P = mvc 55
Con lo que la ecuacion de movimiento (5.3) pareeatro de masa del sistema, pue-
de ser expresada en términos de las variaciongsotatas del vector cantidad de
movimiento de dicho sistema como:

. dP

F=— 5.6

dt
XyZ

Donde, el sistema de referencia (xyz) desde ekguevalGan las variaciones tempo-
rales del vector cantidad de movimiento deber&isesistema inercial, en cuanto a
gue ésta condicion es requerida para garantizealidez de (5.3).

Resulta en este momento interesante remarcar qaewrdo con la anterior, las
variaciones temporales observadas en la cantidatbgeniento de un sistema esta-
ran directamente relacionadas con la presenciaateds externas, resultando que las
fuerzas internas no pueden modificar la cantidachdeémiento de un sistema, estas
fuerzas podran modificar la cantidad de movimiatgdas particulas que lo integran,
pero los cambios seran tales quedaran lugar a cambios en el vector cantidad de
movimiento del mencionado sistema.

Ejemplo 5.1

Con el proposito de ilustrar lo mencionado antemamte consideremos el lanza-

miento de un cuerpo con condiciones iniciales tqlespueda ser considerado como
un tiro oblicuo de corto alcance, en cuyo casoeydiendo las conclusiones obteni-

das en el volumen anterior, asi como las que esdlke la ecuacién de movimiento

(5.3), el centro de masa del cuerpo se despladarfaayo de una trayectoria parabé-

lica como la sugerida en la figura siguiente, cegaacion en coordenadas cartesia-
nas es la que se indica a continuacion:

Vo 1
V() == x =25 X7
Vox 2 Vox ' <m Aq X
Suponiendo ahora que el cuerpo fuera un explosieoes detonado luego del lan-
zamiento, y teniendo en cuenta las conclusionesegdtan de la ecuacion (5.3) o
(5.6), los fragmentos resultantes de la explosgddesplazaran a lo largo de trayecto-
rias tales que el centro de masa del sistema caméirdesplazandose a lo largo de la
trayectoria original, como se sugiere con trazoahsinuo en la figura siguiente.

K

Xm Am X

5.02 CONSERVACION DEL VECTOR CANTIDAD DE MOVIMIENTO

De lo desarrollado anteriormente y en particulafs6) obtenemos que, si la
resultante de las fuerzas externas a que estaidomat sistema permanece nula
durante un cierto intervalo de tiempo, durante dlictiervalo la cantidad de movi-
miento del sistema permanecera constante e iglaalgae teniamos en el instante
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inicial, entendiendo por instante inicial el ing@m partir del cual se satisface la
condicién recientemente enunciada, lo que formailenpeademos expresar como:

F=0-P=cte O P=P 0O Ymy=P
Resulta oportuno remarcar que la conservacién danéidad de movimiento de un
sistema de ninguna manera implica la conservaada dantidad de movimiento de
cada una de las particulas que lo integran, eatdglades podran cambiar segun las
interacciones a que se encuentren sometidas, $iargmestos cambios seran tales

gue la cantidad de movimiento del sistema permademmstante, como puede apre-
ciarse en los ejemplos que contindan.

Ejemplo 5.2

La figura muestra dos cuerpos de mas:
diferentes que interactian con un resort
inicialmente comprimido mediante una
cuerda que sujeta ambos cuerpos.

Suponiendo que la cuerda se rompe dejando al sistenfibertad y despreciando el
rozamiento con la superficie horizontal es clare guresultante de las fuerzas exter-
nas a que se vera sometido el sistema es nula lpganto teniendo en cuenta la
conclusiéon anterior, su cantidad de movimiento delpermanecer constante e igual
a la que teniamos inicialmente.

Por lo expuesto, y considerando despreciable |lamakresorte, una vez finalizada
la interaccion entre los cuerpos y el resorte, cemaugiere en la figura siguiente,
sus velocidades deberan ser tales que:

P =P

[e]

D m1\71 + m2\72 = 0 D \71 = _—V2

Resulta importante observar que si bien la expmesidtenida recientemente nos
proporciona informacion en cuanto a la relacion quistird entre las velocidades
involucradas, de ninguna manera nos permite darcpocluido nuestro problema
puesto que a partir de ella no podemos obtenezltecidad con que saldran dispara-
dos cada uno de los cuerpos en consideracion. iteues de una segunda ecuacion,
independiente de la anterior, que relacione laggnitas para entonces poder pensar
en obtener expresiones finales para las velociddeléss cuerpos que intervienen en
nuestro problema. Como veremos posteriormente,segfanda ecuacion podremos
obtenerla al considerar las energias involucradas proceso.

Ejemplo 5.3

Consideremos un sistema formado
por dos particulas, una de las cua-
les estd inicialmente en reposo,| P, =m,v M
cuya masa identificaremos cory m - 1
mientras la restante de masa m oi __________ o | |

es disparada con una cierta velo-
cidad e impacta con la anterior,
como se sugiere en la figura de la
lateral.

P, =MV, + MyV,
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Bajo estas condiciones, el vector cantidad de miewvitn del sistema antes de la
colision vendra dado por la expresién indicadaagpalrte superior de la figura. Lue-

go de la colisién resulta una situacion como latrads en la figura de la derecha,
donde puede apreciarse que una vez finalizadaligécoentre las particulas, éstas
saldran disparadas con velocidades y segun diresiaiue en general, no seran
coincidentes con la de la particula incidente, loogue el vector cantidad de movi-

miento del sistema una vez finalizada la colisiéndra dado por la expresion supe-
rior en la mencionada figura de la derecha.

Teniendo en cuenta que durante la colision solametdrvienen fuerzas que resul-
tan de la interaccidon mutua entre las particulpsnjo tanto internas del sistema, en
virtud del teorema de conservacion de la cantidgachdvimiento, resulta:

MVoy = MyVigg + MyVio
Cuyas componentes segun, la direccion de incidengarpendicular a esta, nos
proporcionan el sistema que se indica a continnacio

MyVgq = M4V, COSO + M,V 5 COSE

0 =myVv;;Send —myvi, Seng

Nuevamente, y tal como sucediera en el ejempladcaanteriormente, el planteo de
la conservacion del vector cantidad de movimierdoproporciona los elementos
suficientes para una solucion completa de la dilnguanteada. En este caso existen
cuatro incégnitas, los modulos y las direccionesj@n salen disparadas las particu-
las luego de la colisién, y contamos con solamkstelos ecuaciones escalares indi-
cadas anteriormente. Andlogamente a lo mencionadd eemplo anterior, y como
lo veremos posteriormente, una tercera ecuacidepiendientes de las anteriores la
obtendremos al considerar las energias involucrexas$ problema.

Movimiento de Sistemas con Masas Variables.

Como otra interesante aplicacion del tema que estaronsiderando trataremos de
desarrollar herramientas formales que nos perndiéseribir el comportamiento del
centro de masa de un sistema cuya masa es unarfulali tiempo como podria ser
el caso de un proyectil que se desplaza a expensandateria que expele como con-
secuencia de algun proceso de combustién inteathapmo se sugiere en la figura
siguiente, donde hemos supuesto que en el indtarea el que, el proyectil se des-
plaza con una velocidad)( expulsa una cierta cantidad de materig)(oon una
velocidad ¥.), determinada respecto de un sistema fijo al mtilyeesultando asi un
incremento en la velocidad de lo que queda delgatily como se sugiere en el tercer
cuadro de la figura siguiente.

|
— - | d —
A Ve i _ V+ AV
|
w: T -1‘1‘1,3 | WE::E =
I
s |
[t] : [t+At]
|
¢ Y |

Teniendo en cuenta quet sistemaesta libre de fuerzas externas, ya que aquellas
destinadas a impulsar el material desalojado smsemmencias de reacciones in-
ternas al sistema, la cantidad de movimiento delmoi permanecera constante y
atendiendo que la velocidad del material expulseekpecto del sistema de referen-
cia (xyz) inercial, vendra dada p&+V,), resulta:

mv =(m-mg)(V+AV)+m.(V, +V)
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Designando corfAm) a la variacion observada en la masa del prdyaatante el

intervalo de tiempo considerado, es claro quetierem puede expresarse como:
mv = (m—-Am)(V + Av) - Am(V, + V)

Desarrollando esta expresion, y despreciando reiriér

AmAvV
Que finalmente daria lugar a un diferencial de sdgwrden, de la anterior resulta:
MAV = v.Am
Por lo tanto:
Av __ Am
M—=Vg—
At At
Con lo que, la aceleracién de lo que queda delgatdysera tal que:
__ . dm
ma=V,—
dt

Resulta conveniente destacar que para la situaci@onsideracion, la derivada tem-
poral incluida en la anterior, es negativa, pugsi®la masa del proyectil disminuye,
y por lo tanto la aceleracidn de su centro de nexs#ra sentido opuesto al sentido en
gue es expulsada la materia.
Teniendo en cuenta que en la expresion recientenudrtenida la aceleracion es la
del centro de masa de lo que queda del proyeotlemos interpretar al miembro de
la derecha como la fuerza a que se vera sometidmgéctil como resultado de su
interaccion con el material expulsado y que enaadelreconoceremos corkaerza
de Retropropulsion o Empyjgue por lo tanto podemos expresar como:

E =V am 5.7

e e dt

Con lo que, en general, la ecuacion de movimieata pl centro de masa de un cuer-
po cuya masa varia con el tiempo podra ser expaesado:

F+ Fe = my 5.8

dt

Donde con ) indicamos a la resultante de las fuerzas exteangise se encuentra
sometido el cuerpo, excluida la fuerza reactivaua lgacemos referencia anterior-
mente, cuyo sentido dependera de que la materig@)qesida o absorbida por el
cuerpo en consideracion.
Finalmente, diferenciando la anterior y teniendecwenta (5.7), resulta:

. _F _dm
av=—dt+v,—
m m
De donde, luego de integrar entre limites compegildbtenemos:
_ o m) tF
V(t) =V, +Veln| — |+ ] —dt 5.9
m o°m

(o)

Ejemplo 5.4
Como una aplicacion del tema tratado, considerezhoaso de un cohete en reposo
sobre su plataforma de lanzamiento como el sugendta figura siguiente. En el
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instante en que los motores son encendidos y lar@atomienza a ser expulsada, la
ecuacion (5.8) prevé que la fuerza (N) resultaetéadnteraccion con la plataforma
sera tal que:

N+F +mg=0

Teniendo en cuenta que el empuje viene dado por .
(5.7), de la anterior resulta: A Nﬂ Fe
dm N
N=mg-Vv,— AN B
e dt mg

Donde la masa involucrada es una funcion decrecigel tiempo, que en términos
del caudal (Q=dm/dt) de materia expulsada, supuestee constante, y de la ma-
sam(M) del sistema (cohete + combustible) ensthite en que se inicia la combus-
tion, nos queda expresada como:

m(t) =M -Qt
Puesto que la condicion de despegue requiere qaaise la interaccion entre el

cohete y la plataforma, de las anteriores resuleauma vez iniciada la combustion,
esta condicion se dara al cabo de un tiempo tal que

VeQ  _
M-Qty J

Por lo tanto una vez iniciada la combustion, eleteldespegara al cabo de un tiempo
dado por:
_M _ v,
ty=— ——2

Q ¢
Si desearamos un despegue en el mismo instargeigi@dion, las condiciones debe-
rian ser tales que:

M _ Ve

Q g

Una vez alcanzada la condicién necesaria paraspledee y designando congjma
la masa del sistema en dicho instante, de (5.2)taeque la velocidad del cohete
variara con el tiempo segun:

m). .
V(t) =V.In| — |+ gt
m,

De donde, luego de evaluar la Gnica componenteutzg resulta:

m
v(t):veln[ > |—gt Siendo m=m_,  —-Qt
m

Designando con (gh a la masa del combustible transportado e indizaah (f) al
tiempo al cabo del que se consume la totalidada® dombustible, de las anterio-
res resulta que la méaxima velocidad alcanzadalpmhete vendra dada por:

© -gt
m, - Qtg o

Que en términos de la masa de combustible trarmsjmrtos queda expresada como:

V(tg) =Vveln

1.148



Ochoa - Castafio
Dindmica para un Sistema de Particulas

1 m

v(tg) =v,In| —— |-g—=

T ime | T Q
m

o

Que nos muestra claramente la importancia de dgid#l entre la masa de combusti-
ble transportado y la masa total del sistema ems&nte en que se satisface la con-
dicién de despegue.

Como ilustraciones de los temas considerados ceeiendan las simulaciones a las
gue puede acceder ejecutando los archdasete-1.htm, Cohete-2.htm, Arena-1.htm
y Arena-2.htmncluidos en las carpetas del mismo nombre.

5.03 SISTEMA DE REFERENCIA CENTROIDAL.
Considerando un sistema de cuerpos puntuales, defi-
niremos al Sistema de Referencia Centroidal, indic
do con (x'y'z") en la figura lateral, como una tede
ejes ortogonales con origen en el centro de mdsa «
sistema y que se traslada respecto del sistema (x
con la velocidad que dicho punto tiene respecto ¢
este ultimo sistema, con lo que las velocidades
aceleraciones de las particulas respecto de Ites sis
mas de referencia involucrados estaran relacionad
mediante las expresiones que se indican:

= = — I

i =T+

— —_— —1I

Vi =V, + Vi 5.10
— = —

g =8c T8

Resultando importante destacar que la cantidadadenmento de un sistema, deter-
minada respecto de su sistema de referencia cdgitreiempre sera nula, ya que por
definicidon dicha magnitud vendra dada por:

P=Ymy, O ﬁ=%2mﬂ

Donde, teniendo en cuenta que la coordenada valctl centro de masa, respecto
de si mismo, es obviamente nula y que formalmenéel@ indicarse como:

N m; T’ N

rC:L:O conlo que > mf'=0 5.11
m

De las anteriores es inmediato que en general:

P =0 5.12

Conclusiones estas, que posteriormente emplearemioss de una oportunidad.

5.04 VECTOR MOMENTO ANGULAR.

Considerando un sistema de cuerpos puntuales cosugerido en la figura si-
guiente, definiremos al momento angular del sistepspecto del origen del sistema
de referencia fundamental (xyz), como:

L=>TFxp
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Por lo tanto:
L => T xmy,
Teniendo en cuenta las relaciones (5.10), el vec

momento angular del sistema respecto del origen
sistema fundamental puede expresarse como:

o - =7 . =1

L =2 (T +7) xm(Ve +V))
De donde, luego de desarrollar el producto vedtarsiatenemos que el vector mo-
mento angular puede expresarse como:

o= — — =1 - — I =1 =1

L =To X Ve my +g X 3 miVi =V x 3 mi' + > F'xm;V;
Donde recordemos que la velocidad del centro da msig determinada respecto del
sistema (xyz) fundamental y en donde, teniendouemta las conclusiones (5.11) y

(5.12), resulta que los términos centrales se anglan lo que el vector momento
angular en consideracién queda expresado como:

P = — =1 =1
L =T, xmv, +> T'xmV] 5.13
Por lo tanto, en general, dicha magnitud podréaegpresada como la suma de dos

componentes. Una relacionada con el estado de riemitiony posicion del centro de
masa del sistema a la que en adelante identificaeemoComponente Orbital.

I—or = Fc X mvc
Mas una componente que tiene en cuenta el momespecto del centro de masa del
sistema, del vector cantidad de movimiento de ksiqulas determinado respecto
del sistema centroidal, que en adelante identdioas comd@omponente Intrinseca.

] =1 !
Le =2 T xmV;
Donde con el subindice empleado en la componetriasaca del vector momento
angular, indicamos el punto respecto del cual seitolos momentos y con el indice
superior, el sistema de referencia respecto delsgqudeterminan las velocidades de
cada una de las particulas que integran el sistema.

Con referencia a ésta ultima componente y teniemdouenta (5.10) es claro que se
la puede expresar como:

7 =1 . .

Lo =2 xm;(v; = V)
De donde:

Le = Zﬁ'x m;V; Porlotanto: L =L,
Con lo que, en el calculo de la componente intdas#el vector momento angular
sera indiferente considerar las velocidades dpdésculas determinadas respecto del
sistema de referencia centroidal o respecto delnsesde referencia fundamental.
Consideremos ahora un punto (A) cualquiera, noctb@mte con el origen del sis-
tema fundamental y que eventualmente pueda tenemrmemto respecto de dicho

sistema, en cuyo caso definiremos al vector momamgoilar del sistema respecto de
dicho punto como:

La =2 T/axmyV,
Procediendo en forma anéloga al caso tratado teciemte es posible demostrar que
dicha magnitud puede ser expresada como:

La = Toa XMV + 3 T X m;V;
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Resultando, como era de esperar, que la Unicaeddir con el caso tratado ante-
riormente radica en la componente orbital, que [@asituacion actual esta determi-
nada respecto del punto que en este caso hemadicdelo con (A).

5.05 ECUACION DE MOMENTOS.

A lo largo de este tema trataremos de obtener elnaion entre el vector mo-
mento angular de un sistema y las fuerzas de ouiéraa las que pudiera estar so-
metido. Con este propdsito teniendo en cuenta ) 8ldi@rminaremos formalmente la
derivada temporal del vector momento angular, tadlzudesde el sistema de refe-
rencia fundamental, que sin lugar a dudas puedesxse como:

dL -
o« =X

dt

Xyz
Puesto que, la derivada temporal del vector vetatike cada una de las particulas es
su vector aceleracién y requiriendo que el sistdenaeferencia fundamental sea un
sistema de referencia inercial, entonces:

mivi‘xyz =F +f,

Donde conf(;) indicamos a la resultante de las fuerzas inteangae se encuentra
sometida la respectiva particula, que por lo targne dada por:

ﬂ :ZF”
J
Con lo que:
dL _ _ L -
gt =2V xmiv + ) T x (R + 1)
XyZz J

Puesto que la primer sumatoria es idénticamenig eal cuanto a que sus términos
incluyen el producto vectorial de vectores paralette la anterior resulta:
dL T w T
gt =2 G xR 25X 1
XyZz J
Abriendo un pequefio paréntesis en nuestro desau@iemos que la doble sumato-

ria del miembro de la derecha es nula, para lo @osérvemos que ésta incluira can-
tidades del tipo que se indica a continuacion:

Xmv; + 3 F xm; V|

Xyz Xyz

Teniendo en cuenta que, en virtud del principiadgon y reaccion:
fi =f;
Los términos de la anterior pueden agruparse cenmdgca seguidamente:
2 b = (R -)xfp + () xfiz+.....
]

Donde cada uno de los términos se anula por teatiisoroducto de vectores parale-
los, con lo que:
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L=y
dt "z

Teniendo en cuenta que cdr)(indicamos a la resultante de las fuerzas exteanas
gue se encuentra sometida la respectiva partiesilelaro entonces que los términos
incluidos en la sumatoria anterior son concretamérdg momentos que las fuerzas
externas generan respecto del origen de nuestemnsigle referencia inercial, con lo
gue dichas magnitudes estaran relacionadas corateiones temporales del mo-
mento angular mediante:

dL ~

—  =2M
dt
Xyz
Identificando a la suma anterior comoMbmento Resultantgue las fuerzas exter-

nas generan respecto del origen del sistema ihgradasignando conM) a dicha
magnitud, la anterior puede expresarse como:

o
dt "z

Que nos vincula las variaciones temporales obsasvad el momento angular del
sistema, respecto del origen de nuestro sistemefeleencia inercial, con el momen-
to que las fuerzas externas generan respecto ke piimto.

Considerando ahora el momento angular calculagecss de un puntdd() no coin-
cidente con el origen del sistema de referenci®jgrdio la libertad de que dicho
punto pueda tener movimiento respecto del mencmrsigtema de referencia, su
derivada temporal, calculada desde dicho sistegmg,(xendra dada por:

i

M 5.15

dL o[ - . dv,
TtA :Z('jitA xmiVi+Zri/Axmi7tl
Xyz Xyz Xyz
Teniendo en cuenta que:
ijfa =T —Ta

Suponiendo al sistema (xyz) inercial y derivandogeralmente la igualdad anterior
desde dicho sistema, es inmediato que la derivadpdral del vector momento an-
gular puede expresarse como:

dL - - . = - =

TtA :Zr‘ XMV + 2 5 A xR+ T A %2

Xyz J

Donde, los términos de la primer sumatoria sonplw tratarse del producto vecto-
rial de magnitudes paralelas, y luego de efectoasideraciones analogas a las reali-

zadas anteriormente, en cuanto a las fuerzas asténmolucradas en la doble suma-
toria, la derivada temporal del vector momento &rgyueda expresada como:

L L
dd—tA == VA XmiV; + > T a XK
Xyz

Teniendo en cuenta que la velocidad del punto ¢Adepende del indice de la suma-
toria, y que en la segunda sumatoria los momentesggneran las fuerzas externas

estan determinados respecto del mencionado puhtoggulta:
1.152
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- dL
_dba . o
Ma = dt + Va/xyz * MVe/xyz 5.16
Xyz

Que nos relaciona las variaciones temporales ag#bvenomento angular calculado
respecto de un punto (A) cualquiera, con el estedmovimiento de dicho punto y
con los momentos que las fuerzas externas genespaato del mencionado punto.
Podemos observar que la relacion (5.15) es unmgasicular de la obtenida recien-
temente, puesto que en ese caso los momentostestado respecto de un punto
fijo al sistema de referencia inercial, con lo gelesegundo término del miembro de
la derecha se anula.

Analogamente si los momentos se calculan resp&ttoetitro de masa del sistema,
nuevamente se anula el termino que mencionaranoiEntemente, puesto que se
trataria del producto vectorial de dos magnitudeslpla, con lo que en ese caso de
(5.16) obtenemos:

o
dt
Xyz

Finalmente, derivando las expresiones obtenidas glamomento angular de un sis-
tema, como la suma de una componente orbital masnirinseca y teniendo en
cuenta las conclusiones obtenidas recientemenpeieske demostrar que los momen-
tos de las fuerzas externas calculados respectoedéio de masa y respecto de un
punto (A) cualquiera estan relacionados mediardeciresiones que se indican a
continuacion:

Ma = Mg +Tgp Xmag

M~ = 5.17

- 5.18
MA :MC+T:C/A xF

Conservacion del Vector Momento Angular.
Teniendo en cuenta las relaciones recientemen@midbs es importante destacar
gue de acuerdo con ellas, las fuerzas internasi@dgm modificar el momento angu-
lar de un sistemg, de (5.15) resulta que, si el conjunto de fueezdsrnas a que esta
sometido un sistema es tal que el momento que ge®srnulo, el momento angular
del mencionado sistema permanecera constante leaigtedor que tenia en el instan-
te inicial. Entendiendo por instante inicial, ettiente a partir del cual se satisface la
mencionada condicion, lo que formalmente podemdisan como:

M=0 L=L,
Anélogamente de (5.17) resulta:

M c~ 0 I—c - Lco
Siendo importante destacar que la conservaciomdeiento angular del sistema de
ninguna manera implica que necesariamente se s@ndeel momento angular de
cada una de las particulas que lo forman, similatena lo que oportunamente ob-
servaramos para aquellas situaciones en las qoenservaba el vector cantidad de
movimiento de un sistema de cuerpos puntuales.
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5.06 CONSIDERACIONES ENERGETICAS.

Energia Cinética.

Definiremos la Energia Cinética de un sistema folorgor un conjunto de (N)
particulas, respecto de un sistema de referengg, (somo la suma de las energias
cinéticas de cada una de las particulas que Igrante

T= Z%mivi‘z 5.20

Que en términos de la velocidad del centro de makalas velocidades de cada una
de las particulas respecto del sistema de refereecitroidal, queda expresada, lue-
go de tener en cuenta (5.10), como:

1 ' - '
T= Zami (Ve +Vi% + 2V, )
De donde:
1 - 1 2 _,
TZEmVC +Z§mivi +VC @mivi

Puesto que, de acuerdo con (5.12), el dltimo tesregnulo, la energia cinética nos
gueda expresada como:

1 1

T="mvZ+Y -mvi? 5.21

2 2
Por lo tanto, similarmente al resultado obtenid@leraso del vector momento angu-
lar, a la energia cinética de un sistema, podresmpsesarla como la suma de un
término que tiene en cuenta el movimiento del ced& masa, respecto del sistema
fundamental (xyz), como si la totalidad de la mestaiviera concentrada en él y que
en adelante reconoceremos cofidgomino Orbital:

1
Tor = 5 ng 5.22

Mas un término que tiene en cuenta el movimientoadka una de las particulas res-

pecto del sistema de referencia centroidal, quedetante reconoceremos coiér-
mino Intrinsecoexpresado por:

T = Z%miviz 5.23

Donde a diferencia de lo que sucedia en el casla demponente intrinseca del

vector momento angular, las velocidades de cadadaras particulas debera estar
determinada necesariamente respecto del sistenadiedencia centroidal.

Teniendo en cuenta como se definio el vector cadtdke movimiento de un sistema
asi como el vector cantidad de movimiento de cadade las particulas respecto del
sistema de referencia centroidal, es inmediato(§124) puede expresarse en térmi-
no de éstas magnitudes como:

2 12
_Pp Pi
T= + 5.24
2m 2 2m,

Considerando usistema de dos particulgsteniendo en cuenta que las cantidades
de movimiento, determinadas respecto del sistemtacidal, seran tales que:

P1+pP2=0
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Con lo que:
=1 __ =1 __ =1
P1="P2=P
De (5.24), resulta que para ésta situacion, lagémeinética puede expresarse como:
2 12
T= p_ + p_
2m 2l
Donde:
mym
= 12 5.25
m; +m,

Es una magnitud que con frecuencia interviene magiderar un sistema de dos cuer-
pos y que se conoce como Masa Reducida del sistema.

Trabajo Mecanico y Energia Cinética.

Definiremos el Trabajo Mecanico realizado sobresistema por la totalidad de las

fuerzas de interaccién (externas e internas) aegqtiviera sometido, como la suma
del trabajo mecénico realizado por las mencionagazas de interaccion sobre cada
una de las particulas que lo integran, lo que foreate podemos expresar como:

W = Z Wi 5.26
Puesto que en cada uno de los términos incluidds sumatoria anterior se conside-
ra el trabajo mecanico que la totalidad de laszhgide interaccion realizan sobre
cada una de las particulas, teniendo en cuentatadusiones obtenidas al conside-

rar la dinamica para un cuerpo puntual, es clam® lguanterior puede expresarse
como:

W =Y AT,
Donde:
T = : m; v
2
O bien como:

W=AT, O W=AT
Que teniendo en cuenta (5.21) nos queda:
W =AT,, + AT’ 5.27

Por otro lado y atendiendo como fuera definidorabdjo mecénico a lo largo del
primer capitulo, la (5.26) puede expresarse como:

w=3 [ . (F+f)EF 5.28

Donde con el subindicérfi) en las integrales incluidas en la sumatoria gmatmos
dejar de manifiesto que las mismas estan calcudtlatargo de las trayectorias a lo
largo de las que se desplaza cada una de lasutastijue integran el sistema y que
por lo tanto es facil imaginar, seran en gendifarentegpensemos en las particulas
gue integran una masa de gas contenida en un detelorvolumen), motivo por el
gue no podemos intercambiar los simbolos de suraaantegracion.

Con el propoésito de obtener una simplificacionaexpresion anterior, que ademas
nos permitira obtener relaciones con los términdsital e intrinseco de la energia
cinética, al diferencial asociado con cada unaaderhyectorias mencionadas en el
parrafo anterior podemos vincularlo con el diferahasociado con la trayectoria a lo
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largo de la que se desplazara el centro de masaisiema, teniendo en cuenta
(5.10), resultando que el trabajo mecanico puefdeesarse como:

W:ZJ.U“ (_Iil +F|)dec+df|')
O bien como:
W=3[(F+f) @+ [ . (F+f)EF

Donde las integrales incluidas en la primer sunmtestan todas calculadas a lo
largo de la trayectoria del centro de masa detmiat(que indudablemente es Unica,
no depende del indice de la sumatoria) y por ltotas posible intercambiar los sim-
bolos de sumatoria e integral. En cambio las imlegrconsideradas en la segunda
sumatoria estan calculadas a lo largo de las traryas de cada una de las particulas,
respecto del sistema centroidal, que nuevamentgeereral, debemos esperar sean
diferentes y por lo tanto se continua mantenierdsitlacion inicial y no podemos
intercambiar los simbolos mencionados, con lo dikeajo mecanico realizado por
la totalidad de las fuerzas de interaccion, sobsestema, puede indicarse como:

w=[[> @+l + X, G +F )
Que claramente puede expresarse como:
w = ([ F o, + [[SF oo, + 3, (F -+,
Teniendo en cuenta el principio de accion y reaogh integrando de la segunda

integral es nulo. Por otro lado el integrando dprimera es la resultante de las fuer-
zas externas a que esta sometido el sistema, cuelde la anterior resulta:

W =[Fdi + [ . (F +f;) @ 5.29

Con lo que, el trabajo mecanico nos queda expresamo la suma de dos términos.
Un primer término que podemos interpretar comaaddajo mecanico que realizaria
la resultante de las fuerzas externas a lo largla deyectoria del centro de masa,
como si ésta resultante estuviera aplicada en gicinéo, mas un segundo término
donde las integrales estan calculadas a lo largasd&ayectorias de las particulas
respecto del sistema centroidal y en el que clantariatervienen las fuerzas internas
a que estan sometidas las particulas que integestro sistema.

Trataremos a continuacion de vincular cada unmsléédrminos obtenidos reciente-
mente con los cambios observados en la energiticaeirgel sistema, para lo cudl
consideraremos inicialmente el primer término, teréendo en cuenta la ecuacion
de movimiento para el centro de masa del sisteredgpexpresarse como:

| FLr, = | ma Ldr,
Por lo tanto:
e o dv. ..
F LT, = | m—= [@r,
R J d-t
De donde:
FLaT, = | mv, [dv,
De donde
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Y por lo tanto:
[ For, = AT, 5.30

Con lo que el primer término de (5.29) no quedaadamente vinculado con los

cambios observados en el término orbital de lagtaeinética del sistema.

Teniendo en cuenta (5.27), (5.29) y (5.30) es atmtonces que el segundo término
de (5.29) estara directamente relacionado condowis observados en el término
intrinseco de la energia cinética, lo que formablm@odemos expresar como:

>, (F +f) R = AT 5.31

Por lo tanto, si biefas fuerzas internaso pueden modificar el estado de movimien-
to del centro de masa de un sistema (no intervienda ecuacién de movimiento de
dicho punto) ni tampoco pueden alterar su vectamemio angular (no intervienen
en la ecuacion de momentos), son precisamente eltaselementos asociados con
los cambios observados en la energia cinéticaistehsa. Mas precisamente con los
cambios observados en el término intrinseco deadinhgnitud, como lo pone de
manifiesto con toda claridad la relacion recientet@®btenida. Asi para la situaciéon
planteada en el ejemplo (5.2), la energia cinételasistema cambia como conse-
cuencia de que cambia el término intrinseco deismm (el término orbital en esta
situacion no sufre cambio alguno) y esto, como eomsncia precisamente del traba-
jo mecénico realizado por las fuerzas internasrgaaltan de la interaccion mutua
entre los elementos que forman el sistema.

Energia Mecénica.

Consideraremos ahora el conjunto de fuerzas edermaternas conservativas a que
pudiera encontrarse sometido un sistema, o sean@into de fuerzas externas que
satisfacen relaciones del tipo:

B_’ -
| F @ = -Ad,
Y de fuerzas internas, que satisfacen relacionegpde
B_’ V-
J Fij LT, = ~ADy

Donde las funciones escalares recientemente iraboastan asociadas con cada una
de las fuerzas internas conservativas a que pudstes sometida cada una de las
particulas que integran nuestro sistema, con lopgdemos definir un conjunto de
funciones energia potencial, asociadas con éstoamsenos de interaccion, median-
te expresiones del tipo:

o = 2P
j

Teniendo en cuenta lo indicado anteriormente, podsedefinir una funcion energia
potencial externa asociada con la totalidad deadi¢lerzas conservativas, como:

Doyt = 2. P, 5.32
Y una funcién energia potencial asociada con euctnm de fuerza internas conser-
vativas, dada por:

Dt = %Zq;;nt 533
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Donde el factor (1/2) debe ser incluido ya quecdeointrario se contabilizaria
en dos oportunidades la misma funcion bajo el sigta sumatoria.

Con lo mencionado anteriormente, definiremos &nargia Mecanicadel sistema
como:

E=T+®, + Py 5.34

Donde el primer término es la energia cinéticastgéma definida por (5.20) o bien
por (5.21) y los restantes corresponden a los sados mediante (5.32) y (5.33)
respectivamente.

Procediendo de manera semejante a lo realizadoep&aso de una particula y te-
niendo en cuenta las Ultimas conclusiones y définégs desarrolladas en esta opor-
tunidad, se puede verificar facilmente que lasazwnes observadas en la energia
mecanica de un sistema estaran directamente vidazileon el trabajo mecéanico
realizado por las fuerzas externas e internas,ongervativago que formalmente
podemos expresar mediante la igualdad siguiente:

AE = CDex1—nc + CDint—nc 5.35
De donde resulta que, si el trabajo mecanico @ddipor las fuerzas externas e in-
ternas, no conservativas, fuera nulo o bien @itiitdad de las fuerzas a que estuvie-

ra sometido el sistema fueran conservativas, lagémenecanica del mismo perma-
necera constante.

Ejemplo (5.5)
Estamos ahora en condiciones de retomar la situgdanteada en el ejemplo (5.2),
a la que hace referencia la figura siguiente.

En aquella oportunidad y teniendo en cuenta laerwasion del vector cantidad de
movimiento del sistema obtuvimos que las velocidatkeambos cuerpos al finalizar
su interaccion con el resorte, inicialmente compandeberian ser tales que:

Teniendo en cuenta que hemos supuesto al sistbreadie rozamiento es claro en-
tonces que la resultante de las fuerzas externaglay por lo tanto el trabajo reali-
zado por las mismas también lo serd. Puesto qemésllas fuerzas internas a que
estad sometido resultan de la interaccion con erteslando lugar asi a fuerzas con-
servativas, de (5.35) resulta que la energia megatel sistema a de permanecer
constante, e igual a la que tenia en el instant@inesto es:

E=E,
Siendo:
E = 1 kd?
2

Donde con &,) hacemos referencia a la deformacion inicial dsbrte, con lo que
resulta que al finalizar la interaccidén con el resdas velocidades de las particulas
seran tales que:
1 1 1
Zmyv? +=m,vs = =kd?
2 2 2
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De donde, y teniendo en cuenta la relacion inenéle las velocidades, resulta:

2 2
2o K m, k&

V2 =
N 2 =
m; +m, m, m; +my

5.07 TEORIA DE COLISIONES

A lo largo de este tema trataremos dos casos exsreimculados con la coli-
sion entre particulas, suponiendo nula la resdtdetlas fuerzas externas a que pu-
dieran encontrarse sometidas. Inicialmente coraigeros aquella situacion en la
gue luego de la colision las particulas contin(idas, de tal manera que se las pue-
da considerar como una Unica particula cuya makassna de las anteriores y que
reconoceremos como una Colision Plastica. Posteeiate trataremos el caso en el
gue una vez finalizada la colisién, las partic@lasservan su identidad y el proceso
es tal que durante la colision, las fuerzas inrpaoducto del contacto entre las
particulas, son del tipo elasticas y por lo tarmdaservativas, que reconoceremos
como Colision Elastica.

Colision Plastica.

La figura lateral ilustra cualitativamente una adidn =
como la que mencionaramos inicialmente en el parra m=m1+m2Q/°
anterior, siendo condicion necesaria para que @ste m, ¥

ceso tenga lugar, que con anterioridad a la caolidas O—3¢
vectores velocidad de ambas particulas estén ddagen T‘T‘

en el mismo plano ya que de lo contrario seria sitpe 2

la interseccion de sus trayectorias. . O m,

Con lo que la componente intrinseca del vector nmbonangular del sistema daréa
lugar a un vector perpendicular a dicho plano, gerenanecera constante a lo largo
de todo el proceso como consecuencia de la auseéadigerzas externas que pudie-
ran modificarlo, con lo que el proceso en su td&li estard contenido en el plano
mencionado inicialmente, como se sugiere en ladiguterior, donde se indican las
trayectorias a lo largo de las que se desplazaspdrticulas y el centro de masa del
sistema, cuyo vector velocidad permanecera comsyasera tal que:
myV; + MoV, = mv,
De donde:

—

_1, -
Ve = m (MyVy + myv5,)

Balance Energético.

Resulta ilustrativo realizar un balance de las giasrinvolucradas en el proceso,
teniendo en cuenta que la energia cinética delnsesstantes de la colision viene ex-
presada por:

1 2 1 2
T, =—myVvi +—myV
o 2 11 2 22

Y una vez finalizada la colision, por:
1
Tf = — ng
2
Por lo tanto:
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Tf :%mvc WC

De donde, y teniendo en cuenta la expresion oldgrada la velocidad del centro de
masa en término de las velocidades de cada ures galticulas antes de la colision:

Ts = —(m1V1 + ; m2V2 +2mym,v; [V,)

La pérdida de energia mecanica como consecuentaacdésion viene dada por:
AT=T,-T;

Teniendo en cuenta las expresiones obtenidas @mente resulta que esta cantidad

en término de las magnitudes iniciales nos queda:

ar="ar M,
m m

Resultando asi las situaciones extremas que seam@i continuacion, cuando las

trayectorias de incidencia son coincidentes y lsiéo se produce entre dos particu-

las que se desplazan en sentido opuesto o bieda@lmhacen en el mismo sentido,

pudiendo notarse que en el primer caso tenemosyampérdida de energia y en el

segundo la menor posible.

Im 111
—_— — ﬁT:ﬁzT1+ﬁ1Tz+HV1V2

Colision Elastica.
Consideraremos la situacion
planteada en el ejemplo (5.3),
suponiendo que las fuerza:
internas a que se ven somet

dos los cuerpos durante e Vi

colisién, son del tipo elastica| & @

y que por lo tanto la energic ™ M,

mecanica del sistema perma =

f2

nece constante.
Nuevamente la conservacion del vector momento anguis permite garantizar que
el proceso tendra lugar en el plano definido poreetor velocidad de la particula
incidente y el punto donde se encuentra inicialméatparticula blanco, como se
sugiere en la figura que antecede.

Teniendo en cuenta la conservacion del vectordaaohtie movimiento del sistema y
tal como lo indicamos a lo largo del ejemplo (5183, magnitudes involucradas en el
proceso seran tales que:

MyVgq = M4V, COSB + M,V , COSE

0 =myVv;;Send —myvi, Seng
Teniendo en cuenta ahora que la energia mecadisst#na permanece constante:

1mvz—lmv2+1mv2
5 MVo1 =2 MiVin +2 MaVi,
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Con lo que obtenemos un sistema de tres ecuacommesuatro incognitas que ob-
viamente no nos permiten obtener una solucion cetaple nuestro problema por lo
gue trataremos de obtener expresiones para tréssdeencionadas incognitas en
funcion de la restante, que por lo tanto debereimespretar como un parametro
asociado con problema en consideracion.

Primeramente obtendremos una descripcion de lacgitu planteada valida para un
observador en el sistema de referencia centroml@ugstro sistema de particulas, a
partir de la cuél obtendremos posteriormente usarieion valida para un observa-
dor en el sistema de laboratorio, entendiendo gdpatun sistema respecto del cudl
antes de la colision una de las particulas se atreuen reposo, que para nosotros es
aquella cuya masa hemos identificado cop) gmque en adelante identificaremos

como particula blanco, dejando para la restanterabre de proyectil.

Tratamiento en el Sistema de Referencia Centroidal.

Teniendo en cuenta lo mencionado es inmediato lgsistema de referencia centroi-
dal al que hacemos referencia en el parrafo antesion sistema de ejes ortogonales
con origen en el centro de masa del sistema dieylag, que se traslada respecto del
sistema de laboratorio (fijo a la particula inimahte en reposo) con una velocidad
coincidente con la del centro de masa, como seeu@n la figura siguiente, que
teniendo en cuenta (5.1) vendra dada por:

ml v, V ‘70'2

Vo=—>-—V o, | x 5.36
c 01 O : O

ml + m2 my ‘z m,
Por otro lado teniendo en cuenta (5.10) y (5.3@)epms obtener expresiones para la
velocidad de cada una de las particulas respetgistiema de referencia centroidal,
gue resultan:

m,
— T —
Vo1

=—=< Vg Vgp=——"—Vq 5.37
my +my my + My

De donde puede obtenerse una relacion entre amdigisitodes que posteriormente

nos sera de utilidad y que se indica a continuacion

= m2 =1
VOl - _—V02 5.38
my

Que también podriamos haber alcanzado teniendaama que el vector cantidad
de movimiento del sistema, determinado respectsistema de referencia centroidal
sera siempre nulo. Aspecto este Ultimo que nos ifemibtener rapidamente una
relacion entre las velocidades con que emergepdesculas, respecto del mencio-
nado sistema, una vez concluida la colision:

Vfl = _—sz 5.39

Por lo que, una vez finalizada la colision, respetdl sistema de referencia centroi-
dal, las particulas se desplazaran en sentido tpyeslo largo de trayectorias co-

mo las indicadas en la figura siguiente, donplees el angulo entre la trayectoria
segun la cual emerge la particula incidente respaet sistema centroidal y la tra-

yectoria a lo largo de la que se desplazaba imeate, respecto del sistema de labo-
ratorio, coincidente con la del centro de masaa@spde dicho sistema.
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Por otro lado, Teniendo en cuenta que la resul@date m, gy 1
las fuerzas externas es nula y que las fuerzasaste
operantes durante la colision son del tipo consena Y

estamos en condiciones de garantizar que los tésmin N
intrinsecos de la energia cinética del sistemasante | ., =y,
después de la colision seran coincidentes: /O ?

1mv’2+1mv'2—1mv'2+1mv'2
5 MVo1* 5 MaVoz =5 MyViy 2 MaVi3

Teniendo en cuenta las relaciones (5.38) y (5d&9)a anterior resulta:

my 2 _| My 12
—=+1 My, = —= +1Myvy,

my my
De donde es inmediato que:
Vio = Vs 5.40
Reemplazando la anterior en (5.39) y luego complaraon (5.38) resulta:
I I |
Vi1 = Vo1 541
Con lo que de (5.39), (5.40) y (5.41) podemos aeoncl ?;1/-
que, en el sistema centroidal el Unico efecto deola om,
sion se puede resumir en una rotacion del vectocive oy

dad de cada una de las particulas, que saldréardégs |m; ¥y, v
en sentido opuesto con la misma velocidad quereni
antes de la colision, respecto del sistema cemtiroid| m, =
como se sugiere en la figura lateral. /TTC:);Z

Designando conr)) a un vector unitario destinado a caracterizalifeccion en que
emerge la particula incidente, como se indica efiglara anterior, y teniendo en
cuenta las conclusiones alcanzadas recientemems, gxpresiones (5.37), resulta
gue el vector velocidad con que emerge cada pktideterminada respecto del
sistema centroidapuede expresarse como:
Viy=—12 _y i v,=-— M yoj 5.42
fl1— 01 f2 — 01 .
my +mjy my + My
Donde, como lo habiamos previsto al iniciar eltndento del tema, la solucion que-
da expresada en términos de un parametro, enassieecanguloyf), implicitamente
incluido en el vector unitario empleado en las eganes anteriores.

Tratamiento en el Sistema de Laboratorio.

Teniendo en cuenta la relacion (5.10) entre losoves velocidad respecto de siste-
mas de referencia con traslacion relativa, es @atonces, que los vectores veloci-
dad con que emergen cada una de las particulpectesiel sistema de laboratorio,
vendran dados por las relaciones:

. — o o0
Vi =V TViq

- - o =1
Vip =V T Vi

Que pueden representarse mediante un diagrama vi| /
rial como el que se muestra en la figura lateral.
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Identificando la direccién de incidencia mediantevector unitariog) y teniendo en
cuenta las expresiones anteriores y las (5.42hraediato que las velocidades con
gue emergen las particulas, respecto del sistentabdeatorio pueden expresarse
como:

Vy=— T yogr M2y g 5.43
fl1— 01 01 -
my +mj; my +mjy
V= yog— My g 5.44
fl1— 01c 01 -
my +mjy my +my
O bien como:
Vi = 0L (M€ + m,ij)
f1 — 1 2 5.45
my +my
Vi, =— 1y (E-10) 5.46
f2 — 01 -
my + My
Con lo que sus modulos vendran dados por:
. Vo1
Vi =—2L — (m? +m5 + 2mym, cosW)
my +m;
M4V 5.47
Vi, =2 V0L ganw)9)
my +my
Y las relaciones entre las magnitudes angularesuoradas, seran:
m, sen¥
tg0 = 2 @=2 (- ¥) 5.48

m; + m, cos¥/

Casos de Interés Particular.

Suponiendo:

m; > M,
De las expresiones anteriores resulta. ),
por lo tanto si en una grafica similar a la mos-
trada en la pagina anterior, se traza un circulo 22
radio coincidente con (¥), el punto de impacto
gueda fuera de dicho circulo, con lo que el &
gulo en que saldra desviada la particula incide
te, no podra superar aquel valor que, como |-
muestra en la figura lateral, resulta de la sitt
cion en la que el vector con el que caracteriz
mos su velocidad luego del impacto es tange!
al circulo indicado, en cuyo caso:

m
senf = —2
my
Por lo tanto para una situacién como la indicadasde el sistema de laboratorio, no

sera posible observar una retrodispercion de lacpéa incidente, fenbmeno que Si
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podréa observarse desde el sistema centroidal ysmondera al caso en el que la

particula blanco sale disparada en la direccidla grrticula incidente yr§ = —¢€),
en cuyo caso de (5.45) y (5.46), resulta:

v, ="My v, =My
f1— 01 f2 = 01
my +m; my +m;
Que en adelante reconoceremos comocotiaion frontal.
Suponiendo:
m; <m,

En este caso §< V'yy), y por lo tanto en una represent:
cion como la indicada anteriormente, el punto desicto
guedara en el interior del circulo, como se sugserda
figura lateral.

A diferencia de lo observado en el caso anterioresta
oportunidad y ante una colision frontal si serailges
observar retrodispercion de la particula incidedgsde
ambos sistemas y con una velocidad respecto deirss
de laboratorio dada por:

Vi1 = 01
m; +m,
Suponiendo:
m; =m,

En esta oportunidad §\«< v'y;), con lo que el punto de |.
impacto coincidir4 con uno de los puntos de laucife-
rencia a la que hacemos referencia en las repeesent
nes anteriores, resultando una situacion como Erawo
da en la figura lateral, donde de (5.45) y (5.4&ulta:

Vf1——(€+ﬂ) sz——(€ n)

Con lo que ante una colision frontal de Ias antesie@s claro que la particula inci-
dente quedara detenida y la particula blanco sdidparada con la velocidad de la
incidente, fendmeno que a menudo podemos obseemum juego de billar.
Finalmente, para la situacion que estamos considerg teniendo en cuenta las
expresiones anteriores, resulta interesante obrsque al finalizar la colision los
vectores velocidad de cada una de las particutas s&les que se anula el producto
escalar entre ambos, esto es:

vfl [\7f 2 = 0
Con lo que, las trayectorias de emergencia, vidéssle el sistema de laboratorio,
seran ortogonales, lo que a menudo podemos obkeeraun juego de billar, como
lo podra apreciar en el vidéplisiones.wmyue se recomienda ejecutar.
Como ilustraciones de los temas considerados ceenrendan las simulaciones a las
gue puede acceder mediante los archi@oksion-1.htmy Colision-2.htmincluidos
en las carpetas del mismo nombre.
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