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4.08 RELACIONES PUNTUALES PARA UN CAMPO CONSERVATIVO.

Considerando un campo de fuerzas conservativonigrnido en cuenta que en
ese caso se satisface (4.24) resulta entonced quegeando de la mencionada ex-
presion debera coincidir con el diferencial deulacion energia potencial asociada al
campo de fuerza involucrado y por lo tanto:

F(r) @r = —do

Asi, en el caso de un campo de fuerza radial eaf@ente simétrico, resulta:

f(r)ldr = —do
Donde recordemos que en este caso.
® =(r)

Por lo tanto el campo de fuerza estara relaciocadda funcion energia potencial,
mediante:
do

f(r)=—— 4.29

dr
Con lo que, en una representacion grafica de legeEn@otencial en funcién de la
coordenada radial, la pendiente de la misma en paxé nos proporcionara infor-
macion sobre la fuerza en dicho punto, como seesaign la figura siguiente, donde
se representa graficamente una funcion energiaqaterbitraria dependiente Uni-
camente de la coordenada radial y el sentido quordda fuerza a la que se veria
sometida una particula en puntos del espacio deredies valores para la mencio-
nada coordenada.

Dir)

T ] E,F
— 5 = 1 |r
T s

En particular resulta interesante destacar qupdotos (A) y (B) son puntos de equi-
librio, en cuanto a que la fuerza a la que se \&ofaetida una particula en dichos
puntos sera nula, puesto que en los mismos la g@edie la funcion se anula. Sin
embargo existe una interesante diferencia entr@susibiaciones, ya que en el punto
(A) un pequefio alejamiento de la posicion de doyudglidara lugar a fuerzas que
alejaran definitivamente la particula de dicho pumn cambio en (B), las fuerzas
tenderan a restituir la particula a la posiciéredailibrio, por lo que en el primer
caso diremos que se encuentra en un estadqudibrio inestable en cambio en el
segundo caso diremos que se encuentra en un estadoilibrio estable

Finalmente y teniendo en cuenta que Si un camgoreservativo, entonces.
F(F) OF = —do

Suponiendo que la funcién energia potencial depdedas tres coordenadas espa-
ciales (xyz), su diferencial vendra dado por:

do :ai)dx+a£dy+a£dz
0X oy 0z

Evaluando el miembro de la izquierda en componera@dssianas, nos queda:
F(r) Ldr = F,dx + K, dy + F,dz
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Con lo que, de las anteriores resulta:
0P od 0P
FR=-— FR=-"—" FR=-"—
0X ay 0z
Y al campo de fuerza podremos expresarlo como:

. (D D D -
i + +

F=- J K
0X oy 0z
Por lo tanto, cuando un campo es conservativoneato
F=-0® 4.30

Y puesto que el rotor del gradiente es nulo, rasylie si un campo de fuerza es con-
servativo, entonces:

OxF=0
Asi, para la situacién planteada en el tema amenimndo el campo de fuerza venia
dado por:

Flxyz) = (kyx + koY) T +kaxy |
Con:

k,=IN/m k,=2N/m k;=3N/m?
Su rotor no es nulo y por lo tanto no se tratardeampo conservativo, con lo que el
trabajo mecénico que dicho campo realice sobregpartécula dependera de la trayec-
toria. En cambio para la segunda situacion coraitzeen dicho ejemplo, cuando el
campo de fuerza venia dado por:

=2 _ 21\~ e

Fixyz) = (klx +Kyy )' +KsXy |
Con:

k,=IN/m k, =1N/m? k,=2N/m?
Se puede verificar facilmente que el rotor del cardp fuerza sera nulo y por lo
tanto el campo ser& conservativo y el trabajo gadizara dicho campo sobre una

particula sera independiente de la trayectorialargp de la que lo calculemos, co-
mo se menciona al final del ejemplo de referencia.

Ejemplo.
Teniendo presente las conclusiones anteriores sidenando un campo gravitatorio:
mM
Py(r)=-G T
r @,(r) r
Una grafica cualitativa en funcién de la coordenadbal F P

se verd como se muestra en la figura lateral, teasld
gue no existen puntos de equilibrio y a cualquistadcia
del centro de fuerza la particula se vera sometidaa
fuerza dirigida hacia dicho punto, que teniendc@enta
(4.29) vendra dada por:

= mM _
F(r) - _Gr—zer
En el caso de un campo gue resulta de la interacoid un muelle lineal, la funcién

energia potencial en términos de la deformaciémaellle venia dada por:
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1
¢m:§k62

Con lo que una representacion gréafica de la misma,
funcion de la coordenada radial nos queda como
muestra cualitativamente en la figura lateral, @on
podemos observar que existe un punto de equilib )
estable donde la deformacion del muelle es nula.
Siendo la fuerza atractiva cuando la deformaciépos#tiva, 0 sea cuando el muelle
esta elongado, y repulsiva cuando la deformacidregativa, o sea cuando el muelle
esta comprimido.

4.09 ENERGIA MECANICA.

Consideremos el caso de una particula que se daspl largo de una deter-
minada trayectoria entre dos puntos (A) y (B) dmisma, sometida a la interaccion
con diferentes campos de fuerza conservativos, es@tante identificaremos con
(Fc) y no conservativos, cuya resultante identificave con (k¢), teniendo en
cuenta el teorema de las fuerzas vivas resulta que:

B - Mo 7 —
Que sin lugar a dudas podemos expresar como:
B> —. . (B= S

Donde la primera integral puede expresarse entésrde la funcion energia poten-

cial asociada con la resultante de las fuerzastdeaccion, que en vista de su defini-

cion no es otra cosa que la suma de las funciarergji@s potenciales asociadas con
cada uno de los campos de fuerza conservativotucraalos, o sea.

=
[
Puesto que:

J.ABr:c Lair :jAB ZFCi r :ZJABTZCi Ldr = _Z(q)iB _cDiA)
| |

|
Con lo que:

B= —
IA Follf = 2 ®ig =2, Py |= ~(®g - ®g)
| |
De (4.31) resulta:
B —
IA Fuc @7 = (Tg = Ta ) + (95 - @)
Que podemos expresar como:
B_’ P —
IA Fuc @7 = (T + ®g) = (T, + @)
Definiendo laEnergia Mecéanicalel Sistema, como:

E=T+®

Es claro que la anterior puede expresarse en tésnli@ esta hueva magnitud, como:
B - VP —
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Que nos muestra a los cambios observados en lgi@meecanica de un sistema
directamente vinculados con el trabajo mecanicorgakzan las fuerzas no conser-
vativas a que esta sometido.

Conservacion de la Energia Mecanica.
De la expresion anterior resulta que, si el trabagizado por la resultante de las
fuerzas no conservativas es nulo o bien si laitiatdlde las fuerzas actuantes son
conservativas, entonces la energia mecanica dehsispermanecera constante e
igual al valor que tenia en el instante inicial.

E=-E,
Conclusion que en adelante reconoceremos como Maode Conservacion de la
Energia Mecanica y que como veremos es una hemt@rs@mamente (til para la
resolucion de problemas.
Finalmente, es oportuno destacar que la conservaeida energia mecanica de nin-
guna manera implica la conservacion de las energjiagica y potencial. Implica la
conservacion de la suma de ambas magnitudes ygantio un incremento en una
de ellas debera estar acompafiado necesariamemt@ désminucion en la restante y
viceversa.

Ejemplo.

Consideremos el caso de una particula que es aneaticalmente desde un punto a
una distancia { del centro de la tierra con una velocidag) (Wferior a la velocidad
de escape.

Suponiendo despreciable la interaccion con la dere$a particula estard sometida
Unicamente a la interaccién con el campo gravitaterrestre y por lo tanto su ener-
gia mecanica permanecera constante e igual a léegiseen el instante del lanza-
miento, con lo que, su energia mecanica en cualqmg&ante posterior al indicado,
cuando se encuentre a una distancia (r) del cdetla tierra, debera ser tal que:

E(r)=E,

Luego en dicho punto se verificara que:
T+d(r)=T, +P(r,)

Y por lo tanto:

lowz-cMM_1 .2 gmM
2 r r

De donde obtenemos que su velocidad en funciéradmdrdenada radial
vendra dada por:

VZ:VE—ZGM L
ror

o

Coincidente con la expresion lograda anteriormahteatar un tiro vertical de largo
alcance mediante la integracidn de la ecuacionedetdn.

Resulta interesante realizar un analisis cualiadi® la situacion planteada valiéndo-
nos de una grafica de las energias involucrada® ¢@mue se muestra en la figura
siguiente, donde se grafica la funcion energianuidéy la energia mecéanica de la
particula, claramente constante e igual a la gui@n®s inicialmente, resultante de
sumar la energia potencial gravitatoria mas &gia cinética dada a la particula en
el instante del lanzamiento, esto es:
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E = -I_o + CDO Iy 'm r
Con lo que, la energia cinética de la particula @, (1)
diferentes puntos de su trayectoria vendra dada ' ' Elr]
la diferencia entre su energia mecénica y el va
gue toma la funcién energia potencial en dich
puntos, esto es:

T(r)=E, -o(r)
Que en la figura se indica con lineas enterastpasguntos de la coordenada radial
entre su valor de lanzamiento y el maximo que dodwdenada puede alcanzar, que

sin lugar a dudas corresponde al que se obtiergudkar la energia mecéanica con la
potencial, con lo que dicho valor debera ser tat qu

mM
cD(rm) =E, De donde resulta I = -G——

E

[}
Siendo importante tener presente que para la situan consideracion, a la que se
hace referencia cualitativamente en la figura,nergia mecanica de la particula es
negativa.
De lo expuesto es claro que si deseamos incremelnvator maximo de la coorde-
nada radial, esto es, incrementar la altura qudepakanzar la particula, serd nece-
sario incrementar la energia mecanica correspotedéinstante del lanzamiento, ya
sea efectuando el lanzamiento desde mayor altlsiaroincrementando la energia
cinética inicial (notar que como la energia meaaeis negativa, un incremento de la
misma se corresponde con un valor absoluto masfeyjuEn particular si deseara-
mos alcanzar puntos infinitamente alejados delroede la tierra serd necesario que
la energia mecanica minima en el instante ini@alnsila, 1o que requiere que en
dicho instante la energia cinética coincida nunaénente con la potencial.
Resulta oportuno destacar que los Unicos valorsiblps para la coordenada radial
son aquellos para los cuales la energia poteneil garticula es menor o igual que
Su energia mecanica, conjunto de puntos que égulia fanterior se indica con doble
trazo a lo largo del eje horizontal.
En la figura lateral se puede observar como
depende la altura maxima de la velocidad caturamssina k)
que se efectda el lanzamiento para tres sitt *"”
ciones diferentes. Cuando se lo hace desde
superficie de la tierra {F Ry), cuando se lo
hace desde un punto cuya distancia al cen
de la tierra es igual al doble del radio de |
tierr'c_l (6 = 2Ry), yfinalmente cuz_indo c_el !an-m_000 ]
zamiento se realiza desde una distancia Igue 2000 4000 6000 G000 10000 12000
cuatro veces el radio terrestrg{M4Ry). welociad inicial {nfseq)
Finalmente y para las situaciones consideradabtene los valores para la veloci-
dad de escape que se indican a continuacion, quedsmnos podemos obtenerla
teniendo en cuenta que para que llegue infinitaeniebs del centro de la tierra sera
necesario que la energia mecanica en el instatal isea nulalo que requiere que
en dicho instant& energia cinética coincida numéricamente corotargeial, con lo
gue dicha velocidad resulta.

2GM
I

o

£0.000
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Resultando para lelocidad de escapgesde diferentes puntos de lanzamiento, los
valores que se indican a continuacion.

o= RT

Ve=11.193 m/seg=40.295 km/h
ro=2Rr

Ve= 7.895 m/seg =28.427 km/h
ro=4Ry

Ve= 5.584 m/seg =20.101 km/h

Ejemplo.

Consideremos ahora la situacién que se sugiera e
figura lateral, correspondiente a un cuerpo de t@aga
gue desliza, libre de rozamiento, a lo largo deujaerfi-
cie exterior de un casquete esférico luego deaseatio
desde el vértice con una velocidad como la indieada N
la mencionada figura. “e
Teniendo en cuenta que la fuerza que resulta dedeaccion entre el cuerpo y el
casquete no realiza trabajo mecanico por ser nanaalrayectoria en todo momento
y en vista de que el campo gravitatorio es un caogmservativo, es claro que la
energia mecanica de la particula permanecera atastgpor lo tanto en cualquier
punto de la trayectoria a lo largo del casqueteeséicara que:

T+DP=T +O

Con lo que, determinando la coordenada verticaleleEsbase del casquete, resulta:

%mv2 + mgRcosh = % mvZ + mgR

De donde:
vZ =v? + 2gR(1- cosh)
Teniendo en cuenta la relacion entre la velocidathgbarticula y su velocidad angu-

lar determinada respecto del centro del casqledelta:

V2

0 = R°2 +2?£(1—cose)

Planteando ahora las componentes polares de lei@swke Newton tenemos que:

e - N-mgcosd = mR#?
&y — mgsend = mRH

Con lo que de la ecuacion correspondiente a la coeme radial obtenemos para la
fuerza que resulta de la interaccion entre el augrpl casquete, la siguiente expre-
sion en funcién de la coordenada angular:

N :3mgcose—2mg—m\;;

En particular, el valor de la coordenada angulaeleimstante en que el cuerpo se
despega del casquete correspondera al valor pgueee anula la interaccion indi-
cada anteriormente, en cuyo caso de la anterienebios que el valor de dicha co-
ordenada sera tal que:

4.126



Ochoa - Castafio
Energia Mecéanica y Teorema de Conservacion

2

cosb = 2,V
3 3Rg
Expresion que tiene sentido siempre que:
2 2
L N s
3 3Rg 3Rg 3

O sea si la velocidad inicial es tal que:

v, <+/Rg

En particular si el cuerpo fuera lanzado con lasidhad indicada anteriormente, se
despegaria del casquete en el punto de lanzamientme también sucederia con
cualquier otro valor de velocidad inicial superarmencionado. En cambio si el
cuerpo se aparta muy lentamente de su posicioruiébeio, esto es suponiendo
nula su velocidad inicial, iniciara el recorriddodargo del casquete para despegarse
del mismo en el punto en que su coordenada angsilal que:

cosezg 0 0048

Independiente de la masa del cuerpo involucradapdo podra apreciar en la simu-
lacionCupulaque se recomienda ejecutar.

Ejemplo.

La figura lateral muestra un cuerpo de masa (m)
gue desliza con una velocidadg(\a lo largo de
una superficie horizontal libre de rozamiento pa 0 4k
impactar con un muelle lineal que se encuen
inicialmente comprimido en una longitudbj.
Suponiendo que el cuerpo queda acoplado al regpuesto que el sistema esta libre
de rozamiento, la energia mecanica del sistemagmerrera constante y por lo tanto:

lmv2+1k62:1mv02+1k6f
2 2 2 2

Con lo que la velocidad del centro de masa delpauen funcién de la compresion
del resorte y de las condiciones iniciales venddador:

Kk
vZ =v? ——(62 —602)
m
De donde, la maxima deformacioén en el instanteuensg anula su velocidad resulta:
m
S, =07 +—V?2
k

Coincidente con la obtenida al tratar el tema 'lasmines libres" a lo largo del se-
gundo capitulo, pudiendo observarse que esta é&press proporciona la amplitud
con que oscilara el cuerpo alrededor de su posi#equilibrio luego de quedar
acoplado al resorte.

Resulta interesante identificar estas conclusienasna representacion grafica de las
energias involucradas en funcion de la deformad@mesorte, como se muestra en
la figura siguiente, donde con trazo doble sobegeshorizontal se indica la zona en
la que podra desplazarse el centro de masa dglacyeron trazo lleno sobre el eje
vertical se indica la energia cinética inicial egada al sistema.
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Finalmente, si desedramos ampliar la zona en la
se desplazaré el cuerpo deberiamos entregarle m: o3

energia mecanica al sistema, ya sea incrementanc E, E
energia cinética con que es lanzado el cuerporo k

la deformacion inicial del resorte. i Ty i

L -

-8,-8, 8, Om

Ejemplo.
Como una adecuada aplicacion del teorema
de conservacion veremos como, a partir ( y y m
éste es posible obtener una expresion p: AAA %
la ecuacion de movimiento.

Con este propdsito pensemos nuevamente en un gisite® de rozamiento com-
puesto por un cuerpo que interactia con un mueéallcomo el que se sugiere en la
figura anterior, donde la coordenada de posiciodetermina a partir de la configu-
racion de equilibrio.

Suponiendo que el sistema se aparta de la conigarde equilibrio y se lo deja en
libertad, es claro que la energia mecanica permnaaeonstante y por lo tanto:

lmv2+lkx2 =E
2 2

Derivando temporalmente y teniendo en cuenta q@méagia mecanica permanece
constante, obtenemos:
mw + kxx =0
Que en términos de la coordenada de posicion genigadas temporales nos queda.
mxX + kxx =0
De donde:
y K
X=——X
m

Coincidente con la ecuacion obtenida al tratarokslaciones libres de un cuerpo
sujeto a un muelle.

Analogamente, en el caso de un péndulo puntual como
el sugerido en la figura lateral, al que suponessok®
deja en libertad desde la posicién indicada y tetoe
en cuenta que la fuerza que resulta de la int@nacc
con la cuerda no realiza trabajo mecanico por ser
todo momento normal a la trayectoria, es inmedic
gue la energia mecanica del sistema permanec
constante y por lo tanto, determinando la coorden:
vertical desde el vértice de la trayectoria, result

%mv2 +mgL(1-cosp)=E

Expresando la velocidad de la particula en térmdesa derivada temporal de su
coordenada angular, de la anterior obtenemos que:
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%mch'p2 +mgL(1-cosp)=E

Derivando temporalmente y puesto que la energigamies permanece constante,
resulta:

mL%@p+ mgLpseng=0
De donde operando algebraicamente es inmediato que:

- g
=->se
¢ LS no

Coincidente con la ecuacion obtenida al considestr situacion anteriormente.

Simulaciones Recomendadas.

Movimiento Sobre la Superficie de un Casquete Esfi&o.

Como ya se lo mencionara anteriormente y como luis&racion del ejemplo plan-
teado en la pagina 160, se recomienda trabajataceimulacion a la que puede ac-
ceder ejecutando el archi@upula.htmincluido en la carpeta del mismo nombre.

Movimiento en el Interior de una Cicloide - |

Ejecutando el archiv@icloide-1.htm incluido en la carpeta del mismo nombre, ac-
cederda a una simulacion con la que podra verificar el tiempo empleado por una
particula en desplazarse entre dos puntos extrartmtargo de superficies libres de
rozamiento, como la recta y la cicloide que se mnaesen la figura, sera minimo
cuando lo hace a lo largo del interior de la caxoi

Al respecto resulta oportuno mencionar que el termpleado a lo largo de una
cicloide es en realidad el minimo necesario paila dws puntos pertenecientes a
trayectorias arbitrarias.

Movimiento en el Interior de una Cicloide - I

Ejecutando el archiv€@icloide-2.htm incluido en la carpeta del mismo nombre, po-
dra acceder a una simulacién con la que podréicaariflue el tiempo empleado por

una particula en desplazarse a lo largo del imteléouna cicloide, desde un punto
cualquiera hasta el vértice de dicha superficien@spendiente del punto desde don-
de se la deja caer.

Teniendo en cuenta la propiedad indicada anteriaienes claro que el periodo de
un péndulo que se desplace a lo largo de una aéclaisultara independiente de la
amplitud con la que oscila, sistema conocido cogmaplo sincronico.

Movimiento en el interior de un Casquete Esférico.

Ejecutando el archiv@asquete.htmincluido en la carpeta del mismo nombre, podra
acceder a una simulaciéon con la que podra verifjoarel tiempo empleado por una
particula en completar una oscilacion a lo largoirtterior de un casquete esférico
libre de rozamiento, depende de la amplitud deadadtilacidn, tal como sucede en
el caso de un péndulo puntual donde el cuerpo sdifese desplaza a lo largo de
una trayectoria circular.

4-129



Ochoa - Castafio
Energia Mecanica y Teorema de Conservacion.

Balance Energético en un Muelle.

Ejecutando el archivMuelle-2.htm incluido en la carpeta del mismo nombre, podra
acceder a una simulacion destinada a ilustrarteldambio energético en el caso de
un cuerpo que se apoya sobre un muelle inicialmsntéeformacion.

Movimiento a lo Largo de la Superficie Interior deun Bucle

Ejecutando el archivBucle.htm,incluido en la carpeta del mismo nombre, podra
acceder a una simulacién destinada a ilustrar girmento de un cuerpo a lo largo
de la superficie interior de un bucle contenidaermlano vertical.

4.10 ZONAS CLASICAMENTE PROHIBIDAS Y PERMITIDAS.

Considerando una particula sometida a un conjuatfuerzas conservativas y
designando cord) a la funcidén energia potencial asociada consétisia de fuerzas
indicado, de lo desarrollado anteriormente es ctpr@ la energia mecanica de la
particula permanecera constante y por lo tanto:

T+d(f)=E
Donde recordemos que:
E=-E,

De la anterior resulta que la energia cinética seeafuncion de las coordenadas del
punto tal que:

T(F) =E- CD(F) 4.32
Puesto que dicha funcion debera ser necesariarmpesittva, de lo contrario daria
lugar a una velocidad imaginaria, que carece dafgigdo fisico, la igualdad ante-

rior nos indica quede acuerdo con éste formalisya particula solamente podra
encontrarse en puntos con coordenadas espaciates te:

E>o(F)
Conjunto de puntos que en general definiran una eorel espacio, a la que en ade-

lante reconoceremos con¥ona Clasicamente Permitida
Analogamente el conjunto de puntos cuyas coorderegfzaciales sean tales que:

E < (F)
Definirdn una zona en el espacio donde, de acumnd@ste formalismo, sera impo-
sible encontrar la particula y que conocemos caorma Clasicamente Prohibida.
Asi en el ejemplo que se ofrece en la pagina 1Z®iha permitida para la particula
esta definida por el conjunto de puntos pertenézseal volumen de una esfera con
radio (r,). Si desearamos ampliar la zona permitida papaittcula seria necesario
incrementar su energia mecanica, tal como se mmeeio el tratamiento del ejemplo
de referencia. Anadlogamente para la situacion densila en el ejemplo ofrecido en
la pagina 161, la zona permitida esta definidagb@onjunto de puntos para los cua-
les la deformacion del resorte es menor o igual (s indicada con doble trazo
sobre el eje horizontal.
Ejecutando el archivAcotados.htmpodra acceder a una simulacion que le permitira
visualizar, para diferentes valores de la energiedmica, las caracteristicas del mo-
vimiento de una particula en un campo de fuerzadguiea de un potencial elastico
y luego, en la segunda simulacion, en un campaeied que deriva de un potencial
de Morse, que le permitirhd observar la interesaet@ejanza que existe entre las
variaciones temporales en el estado de movimieatpatticula incluida en dicha
simulacion, con las variaciones temporales obses/amh la coordenada radial del
satélite en Orbita eliptica alrededor de la tigura se muestra en el videbptica.
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Fracasos del Formalismo Clasico.

Las conclusiones indicadas anteriormente son cabhgstcon el formalismo en
desarrollo y describen adecuadamente el compontémnde los sistemas macrosco-
picos no asi el de aquellos sistemas formados @bicplas con masas sumamente
pequefias que conocemos como sistemas microscopicliss que puede verificarse
experimentalmente que existe una probabilidadula de encontrar una particula en
puntos pertenecientes a una zona clasicamentebtahesto es, prohibida segun el
formalismo que actualmente estamos tratando, longganuestra una nueva limita-
cion en cuanto al alcance del formalismo en conaaién.

Asi, en el proceso de decaimiento espontaneo medercual un nucleo se fisiona
emitiendo una particula alfa para dar lugar a urlemicon una configuraciéon mas
estable, y como consecuencia de la interaccioreaugl coulombiana, dicha particu-
la se ve sometida a un campo de fuerzas que diivaa funcion energia potencial
gue depende de la coordenada radial como la iralicadlitativamente en la figura
siguiente, dond&y es el radio nuclear.

Dicha grafica muestra que la energia mecanica gartécula emitida durante el de-
caimiento es inferior a la energia potencial dsfesha en aquellos puntos pertene-
cientes al casquete esférico de radios extreRgsy((R,). Puesto que inicialmente
la particula se "encontraba” en el interior delledicesto es en la zona con coorde-
nada radial inferior aR;) y posteriormente la detectamos fuera del nidesea en

la zona con coordenada radial superioRg €s claro que el proceso no puede ser
explicado por el formalismo que estamos desarmdtigatendiendo que lo mencio-
nado requiere el "pasaje” de la particula por pip&rtenecientes a una zona clasi-
camente prohibida, motivo por el que al fendmenio senoce como efecto tunel.

DQr)
/ Eq,

T
Ry FlN Ro
ZONAS Clasicamente permitidas.

Clasicamente prohibidas.

Procesos como el indicado juntamente con otrosatigaleza semejante, llevaron a
la necesidad de pensar en un nuevo formalismo aaxplicar adecuadamente el
comportamiento de dichos sistemas y que actualnwmtecemos como Mecanica
Cuéantica. Segun este formalismo, la probabilida@m=ontrar una particula en una
zona clasicamente prohibida ya no es nula y ektéioaada con la masa de la parti-
cula y con las energias involucradas en el proceso.

4.11 MOVIMIENTO EN UN CAMPO DE

FUERZA RADIAL ESFERICAMENTE SIMETRICO.

A lo largo de este tema consideraremos nuevamérdase de una particula
sometida a un campo de fuerza radial esféricansm&trico, que formalmente po-
demos expresar como:

F=f(r)e
Teniendo en cuenta lo indicado y teniendo prederdesarrollado anteriormente, es
claro que se conservara el vector momento angelda garticula y se desplazara a
lo largo de una trayectoria plana que contieneetro de fuerzas, de manera que su

velocidad angular, determinada respecto del meadmpunto, dependera de la co-

ordenada radial segun:
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L,

mr?
Por otro lado, teniendo en cuenta que se tratandmmnpo conservativo que deriva
de una funcién energia potencial que depende Upitnde la coordenada radial,
como se indica a continuacion.

® =(r)
La energia mecénica de la particula permaneceiiasin y podra ser expresada en
todo momento como:

T+d(r)=E,
Teniendo en cuenta que la particula se despladaréaeyo de una trayectoria plana
y expresando a su vector velocidad en componentagep, de la anterior resulta:

%m(r2 + r292)+ o(r)=E,

De donde luego de tener en cuenta (4.33) obtenemos:

0= 4.33

1 L2
“mi* =E, - &(r)+—=
2 2mr
Definiendo la funcion energia potencial ficticianwo:
L2
®(r) = o(r)+—= 4.34
2mr
La ecuacion anterior puede expresarse como:
1 .
Emr2 =E, -or) 4.35

Con lo que, en lo que a la componente radial seregftodo sucedera como si la
particula estuviera sometida a un campo de fuécdaid que deriva de la funcion
(4.34), que como podemos notar depende Unicamenta doordenada radial y de
las condiciones iniciales, a través del momentaikangnicial. Por lo tanto, al movi-
miento en la direccion radial podremos estudianmdir de (4.35), mientras que al
comportamiento en lo que a la coordenada anguilafisee, a partir de (4.33).

En particular de (4.35) resulta que la zona pedmifiara la particula estara definida
por el conjunto de puntos cuya coordenada radmltaeque la funcién dada por
(4.34) sea inferior o igual a la energia mecanedadmencionada particula, con lo
gue zona permitida resultara independiente del vple tome la coordenada angular,
con la unica condicion de que se satisfaga lo meado anteriormente, y por lo
tanto, dichas zonas tendran simetria esférica.

Finalmente, y siempre en lo que a la coordenadalrsel refiere, resulta interesante
destacar que la ecuacién (4.35) es formalmentevalgnite a la ecuacion que obten-
driamos para el caso de una particula que se nauemaa dimension sometida a un
campo de fuerzas que deriva de una funcion enpajéncial que dependa Unica-
mente de dicha coordenada, en cuyo caso la er@ngittca de la particula seria tal
que:

%mx2 =E, - ®(x)
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Teniendo presente ésta semejanza formal entramteol de un problema unidimen-
sional conservativo y el del problema que estamasiderando en esta oportunidad,
en lo que a su componente radial se refiere, de glentificar a este Gltimo como
problema unidimensional equivalente.

Tiro Oblicuo de Largo Alcance.

Como una aplicacion de lo tratado, consideremos
caso de una particula que es lanzada oblicuame
con una velocidad () desde un punto cuya coorde
nada radial, respecto del centro de la tierra,rg@s |
como se indica en la figura lateral.

Suponiendo que posteriormente queda sometida Uertana la interaccion con el
campo gravitatorio la funcion definida mediant8{ resulta:

L2 mM
q)D(r) — o 2 — G 436
2mr r
Con las condiciones iniciales que se indican aicoation:

L. =mrv, send,
L. =mr?8,
E. = E |r'nvo2 -G m_M

rO
Con lo que, la zona clasicamente permitida panaatéicula estara formada por el
conjunto de puntos cuya coordenada radial seaualagfuncion (4.36) sea menor o
igual que su energia mecanica, tal como se indida primera de las graficas que se
muestran a continuacion, con trazo marrén sobegeehorizontal, para el caso de
una particula cuya energia mecéanica es negatiupsrisr al minimo de la funcién
definida anteriormente.
Teniendo en cuenta que la zona permitida estddafarla coordenada radial, inde-
pendiente del valor que tome la coordenada angudag, la situacion en considera-
cion dicha zona sera una corona esférica limitamdgs superficies con los radios
extremos gy r, indicados en la grafica siguiente, tal como seesgnta en la figura
de la derecha y puesto que la trayectoria de lcpkx estara contenida en un plano
resulta que la misma estara acotada por circurd@®ooncéntricas cuyos radios son
los indicados anteriormente, que nos identificamé&ima y minima distancia a la
gue se podra encontrar la particula del centraudlzé y que conocemos como apo-
geo y perigeo, respectivamente.

2

L,
* 2
ch (r lm r I
; i w
El]

G mM
r

En este momento resulta oportuno observar queddisenefectuado no nos propor-

ciona informacion sobre la forma de la trayectaria largo de la que se desplazara
la particula, solamente nos indica que estara omiaeen la zona mencionada ante-
riormente y debera ser tal que, de alcanzar laxreslextremos para la coordenada

radial, lo hara de manera que la componente rddlalector velocidad sera nula ya
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gue en dichos puntos la funcidn energia potenefahida por (4.36) coincidira con
la energia mecanica de la particula y por lo thajo esas condiciones, la ecuacién
(4.35) nos arroja un valor nulo para dicha compt;eBin embargo y teniendo en
cuenta (4.33) su velocidad angular y por lo taat@dmponente transversal de su
velocidad, no sera nula. Con lo que la trayectii@largo de la que se desplazara la
particula podria tener un aspecto tan caprichoswacel indicado en la figura si-
guiente, que claramente satisface los requisitmermemente mencionados.

Sin embargo, resolviendo la Ecuaciéon DiferenciaBaeet, que se ofrece al finalizar
este capitulo, es posible demostrar que la tragiacddo largo de la que se desplaza-
ra la particula sera una elipse con foco en elrgede fuerzas y puntos apsidales
coincidentes con los valores extremos indicadosrimninente e identificados como
apogeo Y perigeo, como se sugiere en la figuraesitgly como lo podra apreciar en
el video recomendado anteriormente, que se recoiearrer nuevamentdpnde
ademas podra observar que los cambios temporalesceordenada radial son len-
tos en el apogeo y rapidos en el perigeo, comoiémib podra observar en la se-
gunda simulacién que se ofrece en la pagina adapgede acceder ejecutando el
archivoAcotados.htmndonde la particula se mueve a sometida a un caenferza
gue deriva de una funcién energia potencial coactaristicas similares a las de
aquella definida por (4.36).

Suponiendo para la particula diferentes estadogyé@imos, conseguidos mediante

variaciones en su vector velocidad inicial, sier@t su componente transversal, a los
efectos de mantener el mismo valor de su momerguolamn obtenemos situaciones

como las que se indican en la figura siguienteddarsulta interesante observar que
la minima energia mecéanica, necesaria para qaeliel del apogeo sea infinito, o sea

para que la particula pueda llegar infinitamentasldel centro de fuerza, sera nula.

| Trayectoria hiperbdlica. EI]3

kTraycduria parabalicaZ E

[IF4

Trayectoria eliptica. E

01
\/frayedﬂria circular. EI]I]
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De lo mencionado anteriormente, resulta que lamanirelocidad con la que debe-
remos lanzar la particula para que pueda lleganitaninente lejos del centro de fuer-
za, que hemos identificado como velocidad de eschgiera ser tal que:

lmvg—Gm_M:O
2 r

[e]

De donde obtenemos que la mencionada velocidagcdge vendra dada por:

2GM
r

(¢)

VO— escape

Claramente coincidente con la obtenida al considematiro vertical y horizontal,
siendo posible demostrar que para la situaciénoesideracion la particula se des-
plazara a lo largo de una parébola, con el véditel punto de lanzamiento cuando
se lo realiza horizontalmente.

Suponiendo lanzamientos con velocidades mayores aue

la indicada anteriormente, realizados sin altexazdm-
ponente transversal del vector velocidad, comagies
re en la figura lateral, puesto que de lo contraliera-
riamos el valor del momento angular inicial y por |
tanto la funcion (4.36), la particula “escaparad’ -
po gravitatorio a lo largo de una trayectoria Hiddica.

El movimiento a lo largo de una trayectoria circukguerira que el lanzamiento sea
horizontal y se realice con una velocidad tal daéyerza gravitatoria proporcione la
componente normal necesaria para dicha trayecttmmalo que su velocidad debera
ser tal que:

v:  _mM
m—=G >
r r

o

De donde resulta que la particula debera ser lanzadzontalmente con una veloci-
dad dada por:

_ [em
Voo = . |— 4.37
s
Y por lo tanto con una energia mecanica dada por:
mM
Eoc =-G——
2r.

Suponiendo ahora que desearamos que la particolaese a lo largo de una orbita
circular, contenida en el plano del ecuador temgspermaneciendo sobre un mismo
punto del planeta, conocida comita geoestacionariacomo la que podra obser-
var en el videdseoestacionariay que es el tipo de 6rbita a lo largo de las cuake
desplazan los satélites de comunicaciones, suigab@angular (w) deberé coincidir
con la del planeta y por lo tanto de (4.37) resglta el radio de dicha 6rbita debera
ser tal que:

_[Gm
Wrg— I’—
g
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De donde obtenemos que dicho radio, en funciompeiébdo con el que rota el pla-
neta, vendra dado por:

2/3
T
r, = (GM)¥3 —
g = (GM) P
Que para el caso de nuestro planeta, resulta:
ry =36.000km

Finalmente, considerando un cuerpo sometido a ompa@agravitatorio, como un
satélite alrededor de la Tierra o los planetagiatter del Sol, la coordenada vecto-
rial de su centro de masa respecto del centroatedbarrera areas como las que se
sugieren en la figura siguiente, con una veloclael Ilamaremoselocidad arealy

gue vendra dada por:

P

V =
: S
Con lo que.
. AA
Vap = lim —
At -0 At

Por otro lado, teniendo en cuenta que el area alallglogramo entre dos vectores
como los que se muestran en la figura siguienégevdada por:

il .
Resulta que el area de la mitad del paralelogramo

indicado anteriormente, vendra dada por: T
1. . A
=|F x A AT
2 P

Con lo que a la velocidad areal podremos expresarléerminos del mdédulo del
momento angular, como:

Lrxmy= Lo

2m 2m

Puesto que la masa de la particula y el moédulardehento angular permanecen

constante, es claro entonces que la velocidad pesalanecera constante, resultado
este conocido como segunda ley de Keppler, quéremirtos del momento angular

por unidad de masad ) podemos expresar como:

l,

VA:E

4.12 ECUACION DIFERENCIAL DE BINET.

Considerando nuevamente el caso general de uneut@dometida a un campo
de fuerza radial esféricamente simétrico, la corapten radial de la ecuacion de
Newton nos queda expresada como:

m(t - rb?) = (r)
Que teniendo en cuenta las conclusiones antegagagérminos del momento angu-
lar especifico (momento angular por unidad de migspliede expresarse como:
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|2
m r—— |=f(r)
3
r
Por otro lado, expresando la derivada temporah @edrdenada radial como:

_dr;
—0

- do

Que teniendo nuevamente en cuenta la relaciéon kenietocidad angular y la coor-
denada radial, nos queda:

:Iog
r2 do

Que podemos expresar como:

. d(lj
F=-l,—| -
de\r

Con lo que la segunda derivada temporal, nos queda:

“dtdelr
Que podemos expresar como:
d d(1l
4.6 |
doe do

Finalmente, teniendo en cuenta nuevamente, laidalaotre la velocidad angular y
la coordenada radial nos queda:

> de’\r

Teniendo presente las conclusiones anterioresiyieiedio la nueva variable:

1
u=-
r
La componente radial de la ecuacion de Newton nedaj
d4u f (u)
a2 Fu®=—5"
de> mlZu

Que conocemos contecuacion Diferencial de Bingt cuya solucién nos proporcio-
nara una expresion para la coordenada radial pertecula en funcion de su coorde-
nada angular, como lo veremos en la aplicaciortragti@emos a continuacion.

Tiro de Largo Alcance.

Considerando nuevamente el caso de una particuteasie (m) que, es lanzada obli-
cuamente desde un punto a una distancia (r) délocda un planeta de masa (M),
como se sugiere en la figura, esta se vera sonetitiacampo de fuerza radial esfé-
ricamente simétrico, tal que:

fn=-6"3"
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Que en término de la nueva variable nos queda:
f (U) = -GmMu?

Con lo que la ecuacion diferencial de Binet, para
situacién en consideracion, nos queda:

2
o Tu@ ==
do |5
Ecuacién diferencial de segundo grado, cuya satugpeimeral viene dada por:

u(e) :(T—2M+Acos@+6)

o

Que en términos de la constardey(de la de la coordenada radial, resulta:
2 1 _GM
g:AIO —:—2[1+ecos@+6)]

GM r L
Relacién funcional que corresponde a la forma pdéafa ecuacién de una conica
con foco en el punto desde el que se determinadedenada radial, en este caso,
claramente coincidente con el centro de fuerzan l&ue el argumento se determi-
na a partir del eje pasante por dicho punto y gloede la conica, con lo que, si la
coordenada angular se determina a partir de dighaemo se sugiere en la figura
lateral, la anterior nos queda:

\
}:G—ZM(1+ £cosh) y
r | £
Que daréd lugar a diferentes tipos de trayectoriaécas, segun sea el valor de la
constanteg) a la que sin lugar a dudas podemos identificarlacexcentricidad de
dicha conica y que a continuacion trataremos deesap en término de las condicio-
nes iniciales o bien de magnitudes directamenteuladas con las mismas, tales
como el momento angular y la energia mecanica gaurcula, que permaneceran
constante a lo largo del movimiento.
Con este propdsito tengamos en cuenta que la anergganica de la particula en
funcion de la coordenada radial y sus derivadapdeahes vendra expresada como:
202) — G mM

r

Por otro lado, derivando temporalmente la solucgmentemente obtenida, resulta:

E. :}m(r2+r
2

r:G—Mssene

Teniendo en cuenta las conclusiones anterior@seadrgia mecanica podemos ex-
presarla como:

mM?
212

De donde finalmente obtenemos:

E, =G? (e2 -1)
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2I1°E.
G?’mM?

Que nos proporciona una expresion para la exceladale la trayectoria en funciéon

de la energia mecanica y momento angular de l&cpktambas constantes del mo-
vimiento, claramente dependientes de las condisioneiales.

Para un dado momento angular y suponiendo paradayi@ mecanica diferentes
valores, de la anterior resultan las situacionessgumuestran en la figura siguiente.

g2 =1+

Eo<O

e<l | El]3 Trayectoria hiperbaolica.
elipse \

E 0= 0 E Trayectoria parabdlica.

c=1 \ /
parébola EI]1 Trayectoria eliptica.

E 0 > O v

e>1 E Trayectoria circular.

., 00
hipérbola
Coincidentes con las situaciones a las que hicigsarmaferencia en el tratamiento
cualitativo realizado anteriormente y donde la gizepara el caso de una trayectoria
circular se puede obtener requiriendo que se da@ecentricidad, resultando:

_Gz mMZ
212

Finalmente, suponiendo dadas las condiciones gutigan una trayectoria elipti-
ca, y teniendo en cuenta las conclusiones antsrjppedemos obtener expresiones
para los radios mayor y menor de la elipse, restdtaespectivamente dados por:

Eoo =

12 2 2
a= S b=—" (1-¢€?)
GM(@1-¢9) GM
Con lo que, el periodo de circunvalacién a lo latgda orbita mencionada, resulta:
T=_ 21 532
(GM)*?

Conocida como Tercera Ley de Kepler, en mérito rclesiones obtenidas por el
mismo a partir de mediciones que se realizarantopamente.
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