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7.1 CAMPO DE VELOCIDADES Y ACELERACIONES 
Considerando un sistema de referencia (x’y’z’) que rota con una velocidad an-

gular W1 respecto de un sistema (xyz), que a su vez rota con velocidad angular W2 
respecto de un tercer sistema (XYZ), alrededor de un eje concurrente con la anterior, 
como se sugiere en la figura siguiente, el vector velocidad de una partícula respecto 
de cada uno de los sistemas involucrados vendrá dado por: 

rwvv 1zyxxyz
rrrr ×+= ′′′  
rwvv 2xyzXYZ
rrrr ×+=

 
Teniendo en cuenta la primera relación en la segunda, 
obtenemos que el vector velocidad de la partícula res-
pecto del sistema (XYZ) puede ser expresado como: 

r)ww(vv 21zyxXYZ
rrrrr ×++= ′′′  

 

 
De donde resulta que la rotación del sistema (x’y’z’) respecto del sistema (XYZ) 
estará caracterizada por un vector W dado por: 

21 www
rrr +=  

Suponiendo que el punto considerado fuera un punto perteneciente al primer sistema, 
de la anterior es claro que su velocidad respecto del tercer sistema vendrá dada por: 

r)ww(v 21XYZ
rrrr ×+=  

Por lo tanto, al considerar un rígido que rota con una velocidad 
angular W1 respecto de un sistema que rota con una velocidad 
angular W2, concurrente con la anterior, respecto de otro sis-
tema de referencia, entonces el vector que caracteriza la rota-
ción del cuerpo respecto de este último sistema vendrá dado 
por la suma vectorial de los anteriores, como se lo indicó ante-
riormente, con lo que, respecto de este último sistema, el cuer-
po rotará alrededor de un eje paralelo al definido por el vector 
W que se muestra en la figura lateral. 

 

 
Resulta importante observar que, aun cuando las velocidades angulares 1 y 2 fueran 
constantes, la dirección del vector que nos caracteriza la rotación del cuerpo respecto 
del sistema (XYZ), no permanecerá constante respecto de dicho sistema y generará 
un cono en el espacio asociado con el mencionado sistema, como el sugerido en la 
figura anterior, donde, como lo mencionáramos, se a supuesto constante el módulo 
de las velocidades angulares involucradas. Teniendo en cuenta lo indicado, es claro 
que la dirección del vector que caracteriza la rotación del cuerpo cambiará en el 
tiempo y por lo tanto el movimiento del cuerpo ya no podrá ser considerado como un 
movimiento plano. Lo manifestado nos indica que aún cuando los módulos de las 
velocidades angulares permanecieran constante, el vector aceleración angular del 
cuerpo respecto del sistema (XYZ) no será nulo y en general vendrá dado por: 

XYZ2XYZ1XYZ
www &r&r&r +=

 

)ww( 1221
rrrrr ×+α+α=α  

Por lo tanto aún cuando los módulos de las velocidades angulares involucradas no 
cambien en el tiempo, la aceleración angular respecto del sistema principal no será 
nula y vendrá dada por: 

12 ww
rrr ×=α  
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7.2 VECTOR MOMENTO ANGULAR. 
A lo largo del capítulo anterior se obtuvo que en general, al vector momento 

angular de un cuerpo respecto del origen de un sistema de referencia (XYZ) podía-
mos expresarlo como: 

ccc LvmrL
rrrr

+×=  

Donde la componente respecto del centro de masa venía dada por: 

[ ]∑ ⋅−= )rw(rrwmL ii
2
iic

rrrrr

 
En la que la coordenada vectorial de las partículas está determinada respecto del 
centro de masa del cuerpo. 
Evaluando la anterior según las direcciones de un sistema (xyz) solidario al cuerpo y 
con origen en su centro de masa resulta que, en general, las componentes del vector 
momento angular según las direcciones mencionadas vendrán dadas por: 
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Donde las componentes del vector velocidad angular, que caracteriza la rotación del 
cuerpo, están evaluadas según las direcciones del sistema solidario mencionado en el 
párrafo anterior y donde las coordenadas involucradas son las de cada una de las 
partículas según las direcciones del sistema solidario indicado anteriormente, con lo 
que los corchetes incluidos resultan ser invariantes temporales, que en adelante de-
signaremos como coeficientes de inercia, diferenciándolos entre ellos como se indica 
a continuación. 
Productos de Inercia 
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Momentos de Inercia 

Respecto del Eje x 

∑∑ =+= 2
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2
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2
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Respecto del Eje z 
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2
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Con lo que las componentes solidarias del vector momento angular respecto del cen-
tro de masa del cuerpo pueden expresarse como: 

zzzyzyxzxcz

zyzyyyxyxcy
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Definiendo ahora las matrices columnas que se indican a continuación, cuyos 
elementos son las componentes solidarias de los vectores momento angular y 
velocidad angular. 
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Y la matriz de inercia, cuyos elementos son los coeficientes de inercia. 

















=

zzzyzx

yzyyyx

xzxyxx

c

III

III

III

Î

 
Las componentes solidarias del vector momento angular respecto del centro de masa, 
en notación matricial, nos quedan expresadas como: 

ŵÎL cc =
r

 
Análogamente, considerando el momento angular respecto de un punto fijo, pertene-
ciente al cuerpo o a una extensión rígida del mismo, como se sugiere en la figura 
siguiente, obtuvimos que el vector momento angular venía dado por: 
 

 
[ ]∑ ⋅−= )rw(rrwmL ii

2
iiQ

rrrrr

 
Donde en esta oportunidad, las coordenadas vectoria-
les de cada una de las partículas están determinadas 
respecto de dicho punto.  
Puesto que la expresión anterior es formalmente igual a la obtenida para el momento 
angular respecto del centro de masa, mediante un procedimiento similar al seguido 
en el caso anterior, obtendremos que las componentes solidarias del momento angu-
lar, respecto del punto fijo, en notación matricial, nos quedará expresado como: 

ŵÎL QQ =
r

 
Donde en esta oportunidad, los coeficientes de la matriz de inercia estarán evaluados 
según direcciones solidarias al cuerpo con origen en el punto fijo, perteneciente al 
cuerpo o a una extensión rígida del mismo. 
 

Sistema Principal de Inercia. 
Dadas tres direcciones ortogonales con origen en un punto, perteneciente al cuerpo o 
a una extensión rígida del mismo, diremos que forman un sistema principal de inercia 
cuando al evaluar la matriz de inercia según dichas direcciones, los productos de 
inercia se anulan y por lo tanto la matriz resulta diagonal. 
 

















=

z

y

x

I00

0I0

00I

Î
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En cuyo caso a los momentos de inercia los identificaremos como momentos princi-
pales de inercia y para diferenciarlos de aquellos evaluados según direcciones no 
principales, los identificaremos mediante un único subíndice, con lo que las compo-
nentes solidarias del vector momento angular respecto del centro de masa o respecto 
de un punto fijo, evaluadas según dichas direcciones nos quedan expresados por: 

zzz

yyy

xxx

wIL

wIL

wIL

=
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Siendo interesante destacar que de acuerdo con lo anterior, cuando el eje de rotación 
de un cuerpo coincida con una dirección principal de inercia, entonces el vector mo-
mento angular será paralelo al vector velocidad angular, ya que en este caso, de la 
anterior resulta: 

w IL
rr

=  
Donde el momento de inercia involucrado, es el del cuerpo respecto del eje de rota-
ción que pasa por el centro de masa o por un punto fijo, que como ya lo mencioná-
ramos suponemos coincidente con una dirección principal de inercia en dicho punto. 
Teniendo en cuenta la importante simplificación que se logra al evaluar las compo-
nentes del vector momento angular según direcciones solidarias y principales, consi-
deraremos alternativas destinadas a identificar dichas direcciones en un punto cual-
quiera de un cuerpo o una extensión rígida del mismo. 
 

Diagonalización de la Matriz de Inercia. 
Cuando existe un plano de simetría, entonces orientando los ejes del sistema solida-
rio de manera que uno de sus planos coincida con el plano de simetría del cuerpo, los 
productos de inercia que contengan como subíndice el correspondiente a la dirección 
perpendicular a dicho plano, serán nulos, así: 

Cuando el plano ( x y ) es de simetría:  I x z  =  I z x  =  I y z  =  I z y  =  0 

Cuando el plano ( y z ) es de simetría:  I x y  =  I y x  =  I x z  =  I z  x  =  0 

Por lo tanto, orientando los ejes del sistema solidario de manera que dos de sus pla-
nos coincidan con planos de simetría del cuerpo, entonces el sistema resultante será 
un sistema principal de inercia, en el punto considerado. 
Cuando no existe la posibilidad indicada anteriormente y como lo veremos a conti-
nuación, siempre será posible determinar tres direcciones principales en cualquier 
punto del cuerpo y las mismas serán únicas. 
Con este propósito supongamos al cuerpo rotando alrededor de una dirección carac-
terizada por los cosenos directores (l,m,n) respecto de tres direcciones (xyz) solida-
rias y arbitrarias como las indicadas en la figura, en cuyo caso el vector velocidad 
angular del cuerpo puede ser expresado como: 

)k nj mi l( ww
rrrr ++=  

Y las componentes solidarias del momento angular como: 
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Suponiendo ahora que la dirección del eje de rotación coincide con una dirección 
principal de inercia, respecto de la cual, al momento de inercia del cuerpo lo designa-
remos con (I), las componentes solidarias del vector momento angular consideradas 
anteriormente, pueden expresarse en función del momento de inercia recientemente 
indicado, como: 

 

w IL
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=  

 
 
Por lo tanto 
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Con lo que, de las anteriores resulta: 
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De donde obtenemos: 
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Considerando a la anterior como un sistema de ecuaciones en los cosenos directores, 
este tendrá solución para aquellos valores del momento de inercia (I) que hagan que 
el determinante de los coeficientes se anule, estos para aquellos valores tales que: 

0
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Que nos proporcionará una ecuación cúbica en (I) cuyas tres soluciones darán lugar a 
un conjunto de tres valores para los cosenos directores, que simbólicamente se indi-
can a continuación. 

)n,m,l(I

)n,m,l(I

)n,m,l(I

3333

2222

1111

→
→
→

 
Donde cada uno de los tres conjuntos de cosenos directores (autovectores) nos carac-
terizarán cada una de las tres direcciones principales de inercia en el punto conside-
rado siendo los autovalores asociados con cada autovector los momentos de inercia 
respecto de cada una de las tres direcciones principales de inercia indicadas. 
 

Finalmente cabe destacar que al considerar cada uno de los autovalores en el sistema 
de ecuaciones lineales originales, las mismas ya no serán linealmente independientes 
entre si, salvo de a grupos de dos, por lo que a los efectos de determinar los corres-
pondientes cosenos directores será necesario disponer de una ecuación adicional, 
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proporcionada en cada caso por la relación que se indica a continuación y que deben 
satisfacer los cosenos directores. 

1nml 222 =++  
 

Teorema de Steiner. 
Considerando un sistema (XYZ) trasladado respecto de un sistema (xyz) con origen 
en el centro de masa, es posible demostrar que los momento y productos de inercia 
evaluados según cada una de las direcciones indicadas, estarán relacionados median-
te expresiones como las que se muestran a continuación. 

2
xXxxXX

2
c

2
cxxXX mDII            )ZY(mII +=∴++=  

ccxyXY YmXII +=
 

Existiendo relaciones similares para los restantes coeficientes, donde XcYcZc son las 
coordenadas del centro de masa del cuerpo respecto de los ejes (XYZ). 
Considerando ahora una dirección caracterizada por los cosenos directores (l,m,n), 
determinados respecto de tres direcciones (XYZ), con origen en cualquier punto del 
cuerpo entonces, el momento de inercia del cuerpo respecto de dicha dirección, esta-
rá relacionado con lo momentos y productos de inercia evaluados según las direccio-
nes anteriores, mediante: 

mnI2 lnI2lmI2nImIlII yzxzxy
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2

yy
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7.3 ECUACIÓN DE MOMENTOS 

En el capítulo anterior obtuvimos que tomando momentos respecto del centro 
de masa de un cuerpo o respecto de un punto fijo, perteneciente al mismo o a una 
extensión rígida de este, el momento generado por las fuerzas externas estaba rela-
cionado con las variaciones temporales del vector momento angular del cuerpo res-
pecto de dicho punto, mediante: 

XYZdt
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M

r
r
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Donde recordemos que las variaciones temporales del momento angular indicadas 
anteriormente deberán estar evaluadas desde un sistema de referencia (XYZ) inercial. 
Teniendo en cuenta que de acuerdo a lo desarrollado hasta el momento, el vector 
momento angular está evaluado según las direcciones de un sistema (xyz) solidario al 
cuerpo, con origen en el centro de masa o en un punto fijo, según convenga para la 
situación en consideración y designando con (w) a la velocidad angular del cuerpo 
respecto del sistema (XYZ) inercial, de la anterior resulta: 
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Con lo que las componentes solidarias de la ecuación de momentos nos quedan: 
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Movimiento Plano. 
Suponiendo al cuerpo animado de un movimiento plano, y orientando los ejes del 
sistema solidario, con origen en el centro de masa o en un punto fijo, de manera que 
uno de ellos coincida con el eje de rotación, por ejemplo con el eje (z), en cuyo caso 
la velocidad angular del cuerpo nos quedará expresada como: 

k ww
rr =  

Y recordando que las componentes solidarias del momento angular, en general vení-
an dadas por: 

)nImIlI( wL

)nImIlI( wL

)nImIlI( wL

zzzyzxz

yzyyyxy

xzxyxxx

++=

++=

++=

 
Para la situación en consideración dichas componentes vendrán dadas por: 
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Con lo que, para la situación en consideración, las componentes solidarias de la ecua-
ción de momentos, según las direcciones indicadas, nos quedan expresadas como: 
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7.4 ECUACIONES DE EULER. 

Considerando ahora un cuerpo animado de un movimiento general y suponien-
do a los vectores velocidad angular y momento angular evaluados en componentes 
según direcciones solidarias y principales, las componentes de la ecuación de mo-
mentos según dichas direcciones resultan: 
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Generalmente conocidas como Ecuaciones de Euler. 
 

Movimiento Libre de Momentos. 
Como una aplicación de las ecuaciones de Euler, consideremos el caso de un cuerpo 
que se mueve libre de momentos, como sería aquella situación en la que está someti-
do únicamente a la interacción con un campo gravitatorio, en cuyo caso de la anterior 
resulta que las componentes solidarias del vector velocidad angular deberán ser tales 
que satisfagan el sistema de ecuaciones diferenciales: 
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Considerando ahora un cuerpo con simetría de revolución, como el sugerido en la 
figura siguiente y orientando los ejes del sistema solidario de manera que el eje (z) 
coincida con el de simetría, en cuyo caso la terna solidaria resulta principal y los 
momentos de inercia respecto de las direcciones normales al eje de simetría coinci-
dentes, a los que en adelante designaremos como: 
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De la anterior obtenemos que las componentes solidarias de la 
velocidad angular del cuerpo deberán ser soluciones del siste-
ma de ecuaciones diferenciales:  
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De la última ecuación obtenemos que la componente (z) del vector velocidad angular 
permanecerá constante, e igual al valor que tenia en el instante inicial. 

zoz ww =  
Teniendo esto en cuenta, derivando la primera y reemplazando en la segunda, obte-
nemos que la componente (x) de la velocidad angular deberá ser solución de la ecua-
ción diferencial: 
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Con lo que dicha componente vendrá dada por: 
 

)qtsen(Awx =  

 
Donde: zow

I
II

q o−=
 

Derivando la solución encontrada para la componente (x), de la primera ecuación 
diferencial obtenemos que la componente (y) de la velocidad angular resulta: 

)qtcos(Aw y =
 

Donde la constante A dependerá de las condiciones iniciales, con lo que el módulo 
de la velocidad angular del cuerpo permanecerá constante ya que vendrá dado por: 

2
zo

2 wAw +=
 

 
Teniendo en cuenta que las componentes obtenidas para el 
vector velocidad angular son componentes según las di-
recciones solidarias al cuerpo, es claro que el vector ve-
locidad angular precesionará alrededor del eje de simetría 
del cuerpo como se sugiere en la figura lateral, generando 
un cono en el cuerpo cuya abertura permanecerá constante 
ya que dicho ángulo será tal que:  

zow
A

tg =α
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Por otro lado, teniendo en cuenta que el momento es nulo, 
el vector momento angular permanecerá constante y por lo 
tanto caracterizará una dirección fija al sistema inercial 
como se muestra en la figura lateral, donde hemos supuesto 
que los ejes del sistema inercial están orientados de manera 
que el eje (Z) coincide con la dirección de dicho vector. 

 
Así mismo, la nulidad del momento que generan las fuerzas externas garantiza la 
conservación de la energía cinética de Spin, con lo que: 

cteLw
2
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De donde resulta que el ángulo entre ambas magnitudes deberá ser tal que: 

ctecoswL
2
1

c =β
 

Por lo tanto dicha magnitud angular deberá permanecer constante, como se sugiere 
en la figura anterior, con lo que si tenemos en cuenta que el vector velocidad angular 
precesiona alrededor del eje de simetría del cuerpo, lo indicado recientemente requie-
re que dicho vector precesione alrededor de la dirección caracterizada por el vector 
momento angular, generando así un cono en el espacio asociado al sistema de refe-
rencia inercial,  como se muestra en la figura anterior. 
Finalmente y teniendo en cuenta las conclusiones anteriores es claro que las mismas 
requieren de una precesión del eje de simetría del cuerpo alrededor de la dirección 
caracterizada por el vector momento angular, como también se sugiere en la última 
figura, de manera que el ángulo entre ambas direcciones (suma de las magnitudes 
angulares consideradas anteriormente) permanezca constante. 
 

7.5 ECUACIONES DE EULER MODIFICADAS. 
        Finalmente consideraremos una forma distinta 
de expresar las componentes cartesianas de la ecua-
ción de momentos, particularmente útil cuando se 
trabaja con cuerpos que poseen simetría cilíndrica, 
como el que se muestra en la figura lateral, en cuyo 
caso resulta conveniente emplear como sistema auxi-
liar (xyz) a un sistema que acompaña al cuerpo en su 
precesión y nutación pero no en su rotación propia y 
que en adelante reconoceremos como sistema nodal.  

 (XYZ): Sistema Inercial 
 (xyz):   Sistema Nodal 

Velocidad angular del sistema nodal respecto del inercial: 

θ+Ψ=
r
&

r
&

r
w  

Velocidad angular del cuerpo respecto del sistema inercial: 

φ+θ+Ψ=
r
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r
&

r
&

r
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Teniendo en cuenta que el sistema nodal acompaña 
al cuerpo solamente en su precesión y nutación, las 
componentes nodales del vector que caracteriza la 
rotación de dicho sistema respecto del sistema iner-
cial, vendrán dadas por: θΨ=Ω
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Mientras que las componentes nodales del vector que caracteriza la rotación del cuer-
po respecto del sistema inercial, vendrán dadas por: 
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Orientando los ejes del sistema nodal de manera que el eje (z) coincida con el eje de 
simetría del cuerpo, dicho sistema resultara principal y los momentos de inercia invo-
lucrados continuarán siendo invariantes temporales a pesar de que el mencionado 
sistema no está solidario al cuerpo, con lo que las componentes nodales del vector 
momento angular del cuerpo vendrán dadas por: 
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Donde 
recordemos que: 
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Evaluando ahora la derivada temporal del vector momento angular desde el sistema 
nodal, la forma vectorial de la ecuación de momento vendrá dada por: 
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Teniendo en cuenta que aun cuando el sistema auxiliar (xyz) no esta solidario al 
cuerpo, los momentos de inercia continúan siendo invariantes temporales, las com-
ponentes nodales de la anterior nos quedan: 
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Sistema de ecuaciones diferenciales que en adelante reconoceremos como ecuaciones 
de Euler modificadas, en término de los ángulos de Euler y que a continuación em-
plearemos para el tratamiento de algunas situaciones de interés particular, donde 
resulta interesante destacar que la componente (z) coincide con la derivada temporal 
de la componente (z) del vector momento angular, dado que dicha componente del 
producto vectorial es nula. 
 

Peonza Simétrica Libre de Momentos. 
Consideraremos nuevamente las características del movimiento de un cuerpo con 
simetría de revolución cuando se encuentra libre de momentos, en cuyo caso su vec-
tor momento angular permanecerá constante e igual al que tenía en el instante inicial 
y por lo tanto caracterizará una dirección fija al sistema de referencia inercial. 

o

rr
LcteL ==  

Por otro lado, teniendo en cuenta que la componente ( z ) de las ecuaciones de Euler 
modificadas coincide con la derivada temporal de la componente ( z ) del vector 
momento angular, y como el momento que generan las fuerza externas es nulo, en-
tonces: 
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oo θ==θ∴=θ∴= cte        ctecosL        cteLz  
Donde la coordenada angular involucrada, recordemos que corresponde a la coorde-
nada entre la dirección fija caracterizada por el vector momento angular y el eje de 
simetría del cuerpo, como se sugiere en la figura siguiente: 
Teniendo en cuenta esta conclusión en la componente (y) 
de las ecuaciones de Euler modificadas, resulta: 

cte        0        0senI =Ψ∴=Ψ∴=θΨ &&&&&
o  

Cuyo valor podemos obtener teniendo en cuenta que de la 
componente (y) del vector momento angular, obtenemos:  

I
L

        senIsenL o
ooo

&& =Ψ∴θΨ=θ
 

Teniendo en cuenta estas conclusiones en la componente (x) de la ecuación de mo-
mentos, resulta: 

0senIcossen)II( 2 =θΨφ+θθΨ− ooooo
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De donde: 
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Que en términos del momento angular en el instante inicial nos queda: 
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Con lo que las componentes nodales del vector que caracteriza la rotación del cuerpo, 
resultan: 
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Por lo tanto, el vector velocidad angular del cuerpo precesiona alrededor del momen-
to angular juntamente con el sistema nodal, como se sugiere en la figura anterior. 
Por otro lado, teniendo en cuenta que un sistema (x´y´z´) solidario al cuerpo con 
origen en el mismo punto que el sistema nodal, rota respecto de este con la rotación 
propia del cuerpo, como se sugiere en la figura siguiente, las componentes solidarias 
del vector velocidad angular del cuerpo vendrán dadas por: 
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Y por lo tanto el vector velocidad angular precesiona alrededor del eje de simetría 
con la velocidad angular que se indica a continuación, generando un cono en el cuer-
po como el que se muestra en la figura siguiente: 
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De donde la relación entre la apertura del  cono del cuerpo y 
el ángulo de nutación resulta:  
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Y por lo tanto: 

o
o θ=α tg
I
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tg
 

Con lo que en el caso de un cuerpo con aspecto de 
cilindro, en cuyo caso: 

oo θ<α∴<         II  
La situación será como se sugiere en la figura lateral, 
mientras que en el caso de un cuerpo con aspecto de 
plato, en cuyo caso:  

oo θ>α∴>         II  
La situación será inversa a la mostrada en la figura anterior. 
 

Precesión Estacionaria con Momento No Nulo. 
Considerando un cuerpo con simetría de revolución veremos que condiciones debe-
rán darse para que pueda estar animado de una precesión estacionaria, o sea un mo-
vimiento tal que: 
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En cuyo caso de las componentes nodales de las ecuaciones de Euler modificadas 
resulta que: 
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Considerando el caso particular de una precesión estacionaria con un ángulo de nuta-
ción de 90º de las anteriores resulta que las componentes nodales del momento que 
generen las fuerzas externas deberá ser tal que: 
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Que nos proporciona la relación entre la rotación propia y la precesión para la situa-
ción en consideración. 
Considerando ahora aquella situación en la que el ángulo de nutación es diferente a 
90º, de la componente (x) de la ecuación de momentos resulta que la velocidad de 
precesión deberá ser tal que: 
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Que acepta solución real, si y solo si: 
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En cuyo caso luego de desarrollar el radicando de la anterior en serie de potencias, 
resulta: 
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Considerando ahora aquellas situaciones en las que la rotación propia toma valores 
grandes y despreciando en la anterior los términos de mayor orden, obtenemos las 
expresiones siguientes como soluciones de nuestro problema, correspondientes a una 
precesión lenta y rápida, respectivamente. 
Lenta 
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senI
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Rápida 
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Que indudablemente estarán asociadas con dos estados energéticos diferentes, en los 
que se podrá encontrar el sistema. 
Como una ilustración del tema, se recomienda el video Giroscopo, donde podrá ob-
servar la precesión estacionaria a 90º de un giróscopo sometido a un momento no 
nulo. 
 


