Ochoa - Castafio
Momento Angular y Trabajo Mecanico

4.01 CANTIDAD DE MOVIMIENTO Y MOMENTO ANGULAR.

Vector Cantidad de Movimiento.

Considerando una particula que se desplaza respecio sistema de referencia
(xyz) con una determinada velocidad, definiremosexior cantidad de movimiento,
respecto del mencionado sistema de referencia,:como

pxyz = mnyz 4.01

Que obviamente resulta ser un vector paralelo @bverelocidad y por lo tanto tan-
gente a la trayectoria de la particula, cuyo serdancidird en todo momento con el
sentido de su movimiento.

Suponiendo constante la masa de la particulayeahal sistema de referencia invo-
lucrado, es claro entonces que la ecuacién de Mepdede expresarse en términos
del vector cantidad de movimiento como:

ﬁ:9E 4.02
dt

Vector Momento Angular.

Considerando una particula cuya cantidad de mowbmigespecto de un sistema de
referencia (xyz) fuera el indicado en la figurausemte, definiremos el momento de
dicha magnitud respecto del origen del mencion&iersa, como:

L =T XPyy, 4.03

Que en adelante identificaremos como vector m
mento angular de la particula respecto del orige
del sistema en consideracion, que por lo tanto, t
sulta ser, en cada instante, un vector perpendicu
al plano que definen los vectores posicion y veloc
dad, o sea, perpendicular al plano del movimien
como se sugiere en la figura siguiente.

Cuyo modulo, en términos del angulo

(a) entre el vector posicion y el vector L T
velocidad, que se indica en la figura ;\.r :
lateral, vendra expresado por:

L =rmvsera 4.04
Suponiendo ahora que durante el intervalo de tiethepioterés, la particula se mueve
a lo largo de una trayectoria plana y orientandoéjes de un sistema cartesiano de
manera que el plano (xy) coincida con el planond@Vimiento y evaluando los vec-
tores posicion y velocidad en componentes segumasdidirecciones, es inmediato
que la anica componente no nula del vector momangollar vendra dada por:

L, =m(xy - yx)
Si para una situacion como la que estamos considier&! vector posicion y veloci-
dad de la particula fueran expresados en compapatares, empleando como cen-
tro de dicho sistema de coordenadas al punto resgdetcual se determina el vector
momento angular y teniendo en cuenta (4.04), alulddel vector momento angular
podremos expresarlo como:

L =mrvy
Que en términos de la velocidad angular, calcutadpecto del punto considerado,
nos queda:

m
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L=mr?6 4.05

Definiendo el momento polar de inercia respectopdeto involucrado en el célculo
del vector momento angular, como:

- 2
| =mr
Es claro entonces que al médulo del vector momangular podremos expresarlo,
en términos de esta magnitud, como:

L=16

4.02 ECUACION DE MOMENTOS.

En esta oportunidad buscaremos una expresionagieetacione a la resultante
de las fuerzas de interaccion a la que esta sametid particula con su vector mo-
mento angular, para lo cual determinaremos la deawemporal de su vector mo-
mento angular, que teniendo en cuenta como halsitiudo, resulta:

dl dr __dp

dt |, dtly, t sy
Donde con el subindice (xyz) identificamos el sisiedesde el que se evaltuan los
cambios temporales de las magnitudes involucradaslo que el primer término del
miembro de la derecha es nulo ya que incluye elymo vectorial de dos vectores
paralelos y por lo tanto:

dLl S dp

a | _;,d

dt ., dtly,
Suponiendo ahora que el sistema (xyz) desde esguwalculan las variaciones tem-
porales, es un sistema inercial, en cuyo casol@gaJa ecuacion (4.02), de la ante-
rior obtenemos que:

dL

dt
Xyz
Definiendo el momento que genera la resultantasléuerzas de interaccion a la que

estad sometida la particula o el centro de masandauerpo, respecto del origen del
sistema de referencia inercial, como:

=TxF

M =7xF
De la anterior obtenemos que, las variaciones testgmdel vector momento angu-

lar, calculadas desde un sistema de referenciaiaheestaran relacionadas con el
momento que genera la resultante de las fuerzagetaccion, mediante:

- dl
M="
dt
Xyz
Que en adelante reconoceremos como ecuacion de mtasneiendo importante
remarcar que la validez de esta expresion requigges! sistema de referencia desde

el que se evalla la derivada temporal del vectanembo angular, sea un sistema de
referencia inercial.

4.06
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Considerando ahora un punto (a) cualquiera consu-el
gerido en la figura lateral, el momento angulapeeso
de dicho punto vendra dado por:

La =Ty % pxyz
De donde resulta que la derivada temporal del vec
momento angular calculada desde un sistema inercia
sea desde un sistema en el que es vdlida la enua
(4.02), vendra dada por:

d,| _dh
dt |, dt

Puesto que al vector posicion de la particula wepael punto (a) podemos expre-
sarlo como:

L=T-R
De la anterior resulta:

dL _ . ~ L=
dta = (nyz _VA/xyz)xpxyz +XF
Xyz
Teniendo en cuenta nuevamente que los vectoresidatby cantidad de movimien-
to de la particula son paralelos, y que el Ultigonino nos da el momento que la

resultante de las fuerzas de interaccién genepeects del punto (a), de la anterior
obtenemos que:

_dl
— a o =
M a~ + Va/xyz X pxyz
dt
XyZ
De donde resulta que si el punto respecto del seiaalculan los momentos es un

punto fijo al sistema inercial, como seria el onigke dicho sistema, entonces nue-
vamente:

o _dl,

I

Xrgxyz'l'_':axF

Xyz

Conservacion del Vector Momento Angular.

Teniendo en cuenta las dos ultimas relaciones imfatgentre el momento que genera
la resultante de las fuerzas de interaccion a gusuentra sometida una particula y
las variaciones temporales de su vector momentalangesulta entonces que si el
conjunto de fuerzas es tal que no generan momesfecto de un punto fijo a un
sistema inercial, entonces el momento angularutzdo respecto de dicho punto,
permanecera constante e igual al valor que temial estante inicial, que formal-
mente podemos expresar como.

M,=0 = Ly=cte O L=L,
Teniendo en cuenta que se trata de una magnitudrizcsu conservacion requiere
que su direccion también permanezca constante stgpaee la misma es perpendi-
cular al plano del movimiento, la trayectoria aldogo de la que se desplazara la
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particula permanecera contenida en el plano defipat sus vectores posicion y
velocidad en el instante inicial.

Puesto que bajo las condiciones indicadas, lacpéatse desplazara a lo largo de una
trayectoria plana, expresando el modulo del vetimmento angular en coordenadas
polares, su conservacion nos garantiza que:

mrZ 6 =cte
Que en términos del momento angular inicial queda:
mrZ=L,,

Donde es importante tener en cuenta que la veldcagular considerada en las
anteriores esta calculada respecto del punto iovedio en el teorema de conserva-
cion, esto es respecto del punto respecto del guietermina el vector momento

angular y el momento nulo que generan las fuergastdraccion.

Teniendo en cuenta que las conclusiones obteniaagddidas cuando los momentos
estan calculados respecto de un punto fijo a s@ensesde referencia inercial, es claro
gue tomando los momentos respecto del origen dastema de referencia inercial,

al teorema relacionado con la conservacion delbvenbmento angular respecto de
dicho punto podremos expresarlo como:

M=0 = L=cte O L=L, 4.07
Con lo que, la conservacion del modulo de dichanibagy nos garantiza que:
mréé=1L, 4.08

Y la velocidad angular de la particula o centrontesa del cuerpo, variard con su
coordenada radial segun:

§=—o
mr?

4.09

4.03 MOVIMIENTO EN UN CAMPO DE )

FUERZA RADIAL ESFERICAMENTE SIMETRICO.

Diremos que una particula esta sometida a un caledoerza radial esférica-
mente simétrico, cuando la fuerza a que se ve genaimple con los requisitos que
se indican a continuacion:
= Su recta de accion esta en todo momento dirigittalargo de rectas que se

cortan en un punto fijo al sistema de referencialucrado, como se sugiere en
la figura siguiente, que en adelante identificareroomo centro de fuerza, pu-
diendo su sentido estar indistintamente dirigidoidaicho punto o en sentido
opuesto, fuerza atractiva o repulsiva respectivamem cuyo caso diremos que
estamos en presencia deaampo de fuerza radial

€

= Siademés el modulo de la fuerza depende Unicarderigedistancia (r) al men-
cionado centro de fuerza, diremos entonces quarepa defuerza es radial y
esféricamente simétrico.
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Bajo estas condiciones es claro que la fuerza aspaea sometida la particula podra
expresarse en términos del vector radial unitarseysu distancia (r) al centro de
fuerzas, como:

F=f(r)e
En cuyo caso y como ya lo mencionaramos, reconoceye este tipo de fuerzas
como radial esféricamente simétrica, en cuantceasqlamente cuenta con una com-
ponente radial y éstao depende de ninguna coordenada angular y por to s
propiedades tendran la simetria esférica queigessiu nominacion.
Suponiendo dadas las condiciones enunciadas anterite es claro que el momento
de una fuerza con estas caracteristicas calcubsgp@cto de su centro de fuerzas sera
nulo y por lo tanto el momento angular de una paldisometida a una fuerza como
la mencionada, calculado respecto del centro dedsgepermanecera constante y se
desplazara a lo largo de una trayectoria planaatera que:

mréd=L_ 4.10
Donde la coordenada radial y la velocidad angudéredeterminadas respecto del
centro de fuerzas y donde cony)(identificamos al momento angular de la particula
respecto de dicho punto en el instante inicialeraiendo por instante inicial al ins-
tante en el que la particula queda sometida astensa de fuerzas tal que su resul-

tante satisface las condiciones indicadas. P@ntwtbajo estas condiciones, la velo-
cidad angular vendra expresada en funcion de tandia al centro de fuerzas, por:

6=

2
mr
Resultando que para una situacion como la indidadamponente radial de la ecua-
cion de Newton quedara expresada como:

£(r)=mlr - r6?)

A patrtir de la cual, y teniendo en cuenta (4.143ukta:

r:(i)ziJr@

411

m) rP m

De donde, separando variables obtenemos:

2
'rdr:(L‘”j %dumdr
m),r m

Que luego de integrar entre limites compatibles lesncondiciones iniciales nos
proporciona la relacion:

2
: . L 1 1 2 or
r2 = r02 + ° —2 _—2 +_-[ f(r)dr 4.12
m)\rs r m “fo
Que en términos del momento angular especificeager unidad de masa, queda:
2 . 1 1 2 cr
(2 =i2+12| === [+=[ f(r)dr 413
e r m "o

o
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Aplicacion.

La figura muestra una particula de masa (m) queusve a lo largo de una trayecto-
ria circular contenida en un plano horizontal lideerozamiento, con una velocidad
constante y conocida, mientras esta sujeta porcuaeda inextensible y de masa
despreciable que pasa por un orificio coincideateat centro de la trayectoria.

5
En este caso es claro que la interaccion entreegpo y la cuerda deberéa dar lugar a
la fuerza que garantice la trayectoria circulag gar lo tanto y teniendo en cuenta la
ecuacion de Newton vendra dada por:

R =mr8;
Suponiendo ahora que se aplica una fuerza (k) vaager que la indicada, es claro
gue se rompera el equilibrio dinamico establecidcalmente y la particula se des-
plazara a lo largo de una trayectoria del tipodogdial hacia el centro de la primitiva
trayectoria circular.
Bajo estas condiciones, trataremos de obtener xmr@®6n para la velocidad que
tendra la particula cuando se encuentre a unandiatdel orificio que sea la mitad
de la inicial, para lo cual teniendo en cuenta lgueierza a la que se vera sometida
estara dirigida en todo momento hacia el orifiaoaces su momento angular res-
pecto del mencionado punto ha de permanecer céasfapor lo tanto de (4.11)
resulta que su velocidad angular, determinada cespkel orificio, en el instante en
que alcance la coordenada radial mencionada, veladi@por:

. L.
0, = 5
mp
Donde:
r .
rlz—é y L.,=mr6,

Con lo que de la anterior resulta que la velocalagular de la particula al pasar por
el punto cuya coordenada radial es la mitad daetkriar, vendra dada por:

6, = 46,
Por otro lado, teniendo en cuenta que la fuerzaaaa sobre la particula fue en todo
momento (k) veces la aplicada inicialmente, de3¢résulta:

=2z Lo 1 +3jr kmr,6%dr
m ="

+
ro2 r2
Puesto que en el instante inicial, la componerdalrael vector velocidad es nula,
de la anterior obtenemos que la componente radialattor velocidad cuando pase
por el punto cuya coordenada radial es la mitad decial, vendra dada por:

4 =(k-3)r?8?
Por lo tanto para poder llevar la particula hasia distancia que sea la mitad de la

inicial sera necesario aplicar una fuerza que sedopmenos 3 veces mayor que la
4110
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aplicada inicialmente para mantener la particutalargo de la primitiva trayectoria
circular.

Notar que si la fuerza aplicada fuera justameniecgs la inicial, entonces la parti-
cula alcanza la mitad de la coordenada radial carvelocidad tal que:

=0 'y 6,=46,
De donde resulta que:

V=2V,
Con lo que, si desearamos mantenerla en una toaigectrcular con el radio men-
cionado seria necesario aplicar una fuerza dada por

F=mrd? O F=8mrb’

Claramente superior a la que estamos aplicandolopgue deberemos esperar que
una vez alcanzada dicha posicion la coordenadal isglincremente nuevamente.

Tiro Vertical de Largo Alcance.

Consideremos el caso de una particula que es lanzati-

calmente como se sugiere en la figura, donde |ladeoada
angular esta determinada desde una direccion fifasistema
de referencia solidario al planeta, como podridaéndicada
en la mencionada figura. Bajo estas condicione&niendo en
cuenta la ley de gravitacion, la particula o eltcede masa
del cuerpo se vera sometida a una fuerza dirigadéatel cen-
tro del planeta, dada por:

. mM _
F - _G —2 er
r
Que como lo podemos apreciar se trata de una fuadia esféricamente simétrica
con su polo en el centro del planeta, con lo queness en condiciones de afirmar
gue las variaciones temporales de su coordenaddaamtgpenderan de la coordena-
da radial, segun:

6=

mr?
De donde resulta que, como el momento angular cespel centro del planeta en el
instante inicial es nulo, entonces las variacidaggorales de su coordenada angular
seran nulas y por lo tanto dicha coordenada perceafieonstante e igual al valor
gue tenia en el instante inicial.

6=0 [ 0=0,
Con lo que, como era de esperar, la particulagdaleara a lo largo de una trayecto-
ria recta coincidente con la direccion de su veetdocidad en el instante del lanza-

miento, a lo largo de la cual y teniendo en cuétd?), las variaciones temporales
de su coordenada radial vendran dadas por:

12 =12 - 2GM| L -2
r r

o

Que por ser la unica componente no nula de suneelocidad a lo largo de todo el
movimiento, de la anterior resulta que a la veladide la particula en funcién de su
coordenada radial podremos expresarla como:
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vZ =v? -2GM 1.1 4.14
ror

o

Teniendo en cuenta que cuando la particula alcsunedtura maxima se debera veri-
ficar que en ese punto se anule su velocidad, detkxior resulta que dicha altura
maxima vendra dada por:

_ 2GMr,
2GM —r.v?

Finalmente, podemos obtener una expresion paraniananvelocidad con que debe-

riamos lanzar la particula si deseamos que llegfugtamente lejos, que en adelante
reconoceremos comeelocidad de escapg que podemos obtener de (4.14), impo-
niendo en ella que la velocidad se anule cuanddisancia al centro del planeta

tienda a infinito, o bien, a partir de la anteri@guiriendo la nulidad del denomina-

dor, con lo que para la mencionada magnitud obteaem

2GM
r

o

Mm

Vi (escapy = 4.15
Que si bien la hemos logrado para el caso particidaun lanzamiento vertical, co-
mo lo demostraremos posteriormente, la expresiteriannos proporciona la velo-
cidad de escape independientemente de las conekciampuestas al lanzamiento,
resultando diferencias segun el tipo de lanzamjaemtda trayectoria a lo largo de la
gue se desplazaré la particula.

Suponiendo un lanzamiento desde la superficie dieria, de la anterior se obtiene
una velocidad de escape del orden de 11 km/s @%®¢h), valor realmente impor-
tante para ser alcanzado en un corto desplazamyantpue requeriria someter el
cuerpo a una aceleracion que dificilmente podni$ar una estructura fisica com-
pleja como la de una nave espacial. Se recomienda@callo de dicha aceleracion
suponiendo que se desea alcanzar dicha velocidakedistancia de 1 km.

Tiro Horizontal de Largo Alcance.
Considerando ahora un lanzamiento segun una direcci

perpendicular a su vector posicion en el instanieiail, _,

como el sugerido en la figura lateral, nuevamestansos ¥ \?o
en condiciones de afirmar que por estar sometittaGam-
po de fuerza radial esféricamente simétrico comamen-
to angular inicial no nulo y una componente radialsu
vector velocidad inicial nula, de (4.11) y (4.1@®sulta:

. rv
e:oo
(2
.2 of 1 1 1 1
r“=rv,) | —-5—-——|-26GM ——--
(rv.) 2 r? ror

Imponiendo en las anteriores las condiciones neessaara obtener la velocidad de
escape, esto es, que ambas componentes seanuarids ta coordenada radial tien-
da a infinito, de las anteriores resulta para diolgnitud una expresion coincidente
con la lograda en el caso de un tiro vertical.
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2GM
r

o

Vo (escapy =

4.04 TRABAJO MECANICO.

Considerando el caso de una particula (0 centnrmaba de un cuerpo) que se
mueve a lo largo de una trayectoria como la sugendla figura siguiente, sometida
a un campo de fuerza que en general pueda depstbes tres coordenadas espacia-
les, caracterizado mediante una funcion del tipo.

F=F7)
Definiremos el Trabajo Mecanico que dicho camr
po de fuerzas realiza sobre la particula, o sdbre
centro de masa de un cuerpo, a lo largo la traye

toria, entre dos puntos A y B pertenecientes a
misma, como:

W, g = IAB F(r) ceir 4.16

Designando cona() al angulo entre el vector que caracteriza lazer la que esta
sometida la particula en cada punto, adm) @&l vector desplazamiento tangente a la
trayectoria, cuyo sentido coincide con el sentigb rdovimiento y expresando en
componentes intrinsecas a las magnitudes involasrad el integrando de la ante-
rior, como se indica a continuacion:

F(r) = (Fcosa)e, + (Fsena e,
dF=vdt 0O dr=gdt 0O df=ds

El integrando de (4.16) nos quedara expresado como:
F(F) CdF = (Fcosa )ds

Con lo que, el trabajo mecanico a lo largo dedgetctoria en consideracion, queda:

W, g = jEFcosa ds 4.17

Siendo interesante destacar, que la componenterteaiad) (Fcoa), es la Unica que
aporta al trabajo realizado por el campo de fud?palo tanto una fuerza normal a la
trayectoria a lo largo de la que se desplace Iicpéa o el centro de masa de un
cuerpo no realizard trabajo mecéanico sobre el misnuzpendiente de cual sea la
longitud sobre la que estuviera aplicada.
Puesto que en general, tanto el modulo de |
fuerza como el angulo entre esta y el vectol
desplazamiento dependeran de la trayectoria -
lo largo de la que se calcula la integral anterior [2]

es claro entonces que, en general, el trabaj B
mecanico realizado por dicho campo de fuerza| %~ X
entre dos puntos comunes a trayectorias distin-

tas, dependera de la trayectoria a lo largo de la ijcosa ds1 # ijcosa ds2
gue se lo calcule, como se indica lateralmente.

Considerando el caso muy particular de un cuergosgudesplaza a lo largo de una
trayectoria recta sometido a una fuerza cuyo mogulmeccion permanece constan-

te, como se sugiere en la figura siguiente, de/j4dsulta que para dicha situacion y
4-113

vl A [1]




Ochoa - Castafio
Momento Angular y Trabajo Mecanico

designando con D a la distancia entre los puntpdale la trayectoria, el trabajo
realizado por el campo de fuerza entre los purdgosiderados vendra dado por:

F
W, = Fcosuj:ds a “_ b

W, = FDcosa

Considerando ahora el caso de una particula saanetich campo de fuerza tal que
sus componentes cartesianas vienen dadas por:

H(F) = R (xyz)i +F, (xyz)j + F, (xyz)k
Y expresando al vector desplazamiento en dichapanemntes.
dr =dxi +dyj +dz
El trabajo mecénico realizado por este campo deduguedara expresado como:
B
Wag =, F (xyz)dx + F, (xyz)dy + F, (xyz)dz
Que también podemos expresar como:
B B B
W, g = [, R (xyz)dx + [ F, (xyz)dy + [, F, (xyz)dz 4.18

Donde cada una de las integrales debera calcudalsdargo de la trayectoria de
interés, y que para el caso de una trayectorianat# en el plano (xy) se reduce a:

B B
Wap = IA F (Xyz)dx + j » Fy (xyz)dy 4.19

Ejemplo.

Consideraremos el caso de una particula que stadasplo largo de una trayectoria
contenida en el plano (x y), entre los puntos dedenadas (0,0) y (2,4), sometida a
un campo de fuerzas que en componentes cartesianasdado por:

Fxyz) = (kx + k,oy) T +kaxy ]
Donde las constantes tienen unidades tales quetagonentes del campo de fuerza
gueden expresadas en Newton.
Inicialmente calcularemos el trabajo realizado gioho campo de fuerzas cuando la

particula se desplaza a lo largo de la recta gadaspuntos indicados anteriormen-
te, esto es, a lo largo de la recta (y = 2 x),lgm@aso de (4.19) obtenemos que:

W = j((é S)(klx +k,y)dx + j((é S)k3xy dy

Teniendo en cuenta la trayectoria a lo largo dpiase pretende determinar el traba-
jo realizado por el campo de fuerza, entonces:

y=2x 0O dy=2dx
Con lo que, el trabajo mecénico nos queda expresado:
2 2
W = [ (kyx +ky2x) dx + [ kg 4x® dx
Resultando que dicha magnitud vendréa dada por:
2
1 4
W = = kox? + kox2 + = kax3
1 2 3
2 3 0
Suponiendo para las constantes los valores quel®an a continuacion:
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k, =IN/m k,=2N/m k;=3N/m’
El trabajo mecanico realizado por el campo de tuario largo de la trayectoria pro-
puesta, resulta:

W =42Nm
Supongamos ahora que la particula se desplazalentrésmos puntos a lo largo de
la trayectoria (y = X) en cuyo caso, mediante el mismo procedimientmienhdo en
cuenta que en esta oportunidad:

y=x?* O dy=2xdx
Obtenemos que el trabajo mecéanico realizado poarepo de fuerza en considera-

cion a lo largo de esta nueva trayectoria y supaluigara las constantes los mismos
valores, viene dado por:

W:@Nm
3

Claramente diferente del resultado obtenido easd @anterior.

Considerando ahora una situacion similar pero Sepdo en esta oportunidad que el
campo de fuerza al que se ve sometida la particehe expresado por:

T:(Xyz) = (klx + kzyz)T + k3XY]

Ligeramente diferente al considerado recientemgntionde ahora las constantes
tienen los valores y unidades que se indican are@dion.

k,=IN/m k, =1N/m? k,=2N/m’

Operando en forma analoga al caso anterior, seeprexdicar que el trabajo realiza-

do por este nuevo campo de fuerza a lo largo dedgectorias consideradas ante-
riormente, serd el mismo en ambos casos. En rdalasno posteriormente lo de-

mostraremos, el trabajo mecanico realizado porrasteo campo de fuerza sera el
mismo cualquiera sea la trayectoria seleccionatia dns puntos extremos comunes
a las mismas, o sea que es independiente de &ctioaia a lo largo de la que se lo
calcule.

4.05 ENERGIA CINETICA.

Pensando en una particula (o en el centro de neaga duerpo) que se mueve
respecto de un sistema de referencia (xyz) ensgudotos (A y B) a lo largo de una
determinada trayectoria, consideraremos ahoraleijiv mecanico realizado por la
resultante de las fuerzake interaccion a que esta sometida la particelacentro de
masa del sistema y que formalmente indicaremos como

By —
W = [ F(F) i
Suponiendo que el sistema de referencia (xyz) uotvado es un Sistema Inercial y

puesto que (F) es la Resultante de las fuerzasteemccion, teniendo en cuenta la
Ecuacion de Newton, es claro que la anterior pe@gessarse como:

.B _ .
W =] ma,,, [dr
O bien, como:
5 dv,.,
W = ["m—2Z [@dr

A dt
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Que puede llevarse a la forma:
_ (VB s _
W = jVA mv,,, [V,

Y que finalmente, teniendo en cuenta ¢penasa de la particula es independiente
de su estado de movimien&specto que debera revisarse al considerarylagigue
se muevan con velocidades comparables con la daldae la luz, el trabajo mecé-
nico podra expresarse como:

1 evg 2
W = 5 mJ.VA dVXyZ

De donde resulta que el trabajo mecéanico realipatdda resultante de las fuerzas de
interaccion estara relacionado con las velocidagek particula en los puntos ex-
tremos, mediante:

1 1,

— 2 _
W--EmvB,xyZ EmvA 4.20

I xyz
Por lo tanto, cuando las velocidades estan detadasirespecto de un sistema de
referencia inercial, entonces el trabajo mecanealizado por la resultante de las
fuerzas de interaccidn estara vinculado con lobasrobservados en la funcion:

T:}mf
2

Que en adelante reconoceremos cemergia cinéticale la particula o del centro de
masa del sistema en consideracion.

A pesar de que ya fuera mencionado, resulta impigrdestacar que la validez de la
relacion (4.20), que a menudo suele identificacsaacTeorema de las Fuerzas Vi-
vas requiere que el trabajo considerado sea el sgldipor la resultante de las fuer-
zas de interaccion, y que la energia cinética gaiftcula esté determinada respecto
de un sistema de referencia inercial.

Suponiendo que la energia cinética estuviera detada respecto de un sistema de
referencia no inercial, teniendo en cuenta lo deBado al considerar la ecuacion de
movimiento para sistemas no inerciales, podemasnebtuna relacion analoga a la
(4.20) si en el trabajo mecéanico se consideraadizeelo por las fuerzas de interac-
cion mas el realizado por la correspondiente fueraicial.

Finalmente resulta oportuno observar que si el cadg fuerza realiza un trabajo
mecanico positivo, esto estara directamente asmcianl un incremento en la energia
cinética de la particula, como sucede al dejar gagruerpo, en cuyo caso el campo
de fuerza gravitatorio realiza un trabajo positixe se traduce en un incremento de
la energia cinética de dicho cuerpo. Inversamentandiro vertical, el trabajo mecé-
nico del campo gravitatorio sera negativo y la gi@ecinética disminuird a medida
gue se incrementa la altura alcanzada por la platéccentro de masa de un cuerpo.
En la naturaleza existen campos de fuerza que puedézar trabajo positivo, nega-
tivo o nulo, como es el caso del campo gravitatdio cambio existen otros campos
de fuerza que por su naturaleza siempre realizeanjo mecanico negativo, como
es el caso de las fuerzas de rozamiento, que setmpen sentido opuesto al movi-
miento. Otras fuerzas son incapaces de realizhajtramecanico y por lo tanto no
pueden modificar la energia cinética de una pdaiicomo sucede con la fuerza a la
gue se ve sometida una particula cargada que étiar@on un campo magnético
estacionario, en cuyo caso la fuerza resulta siemprmal a la trayectoria y por lo
tanto el trabajo mecanico realizado por dicho cadgtuerza sera siempre nulo.
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Ejemplo.

Para la situacion planteada en la pagina 144 eneoi en cuenta la relacion (4.20),
el trabajo mecanico realizado sobre la particulalgpéuerza que resulta de su inter-
accion con la cuerda desde el instante inicialahakinstante en que su coordenada
radial se reduce a la mitad, vendra dado por:

W :%m(vl2 —v2)

o

Suponiendo aplicada una fuerza (3) veces mayolajuequerida para mantener la
trayectoria inicial, en cuyo caso, como ya lo demdwamos en el planteo original del
mencionado ejemplo, la particula alcanza la co@dan(f = r/2) con una veloci-
dad dada por:

V=2V,
El trabajo mecénico realizado resultara:

W:Emvo2
2

Y por lo tanto:
W =3T,
Siendo interesante destacar la simplicidad del daétsi lo comparamos con los

inconvenientes que deberiamos sortear si deseaefewisar el calculo directamen-
te a partir de la definicion dada para el trabagzamico.

Campo radial esféricamente simétrico.
Considerando el trabajo mecéanico realizado porampo de fuerza radial esférica-
mente simétrico como el que se indica a continumacio

Hr)=f(re
En cuyo caso, expresando al vector desplazamiento:c

dr = vdt
Y al vector velocidad en componentes polares, yapguia esta situacion la trayecto-
ria a lo largo de la que se desplazara la partgmria plana.

dr = (i&, +rogy)dt

El vector desplazamiento quedara.
dr =dre, +rdf &

Con lo que, para esta situacion, el integrandalde] resulta:
FLOF = f(r)dr

Y el trabajo mecanico realizado por este campadezé vendra dado por:
—('s
W = jrA f(r)dr 421

Claramente independiente de la trayectoria argplde la que se lo calcule. Asi en
el caso de una particula de masa (m) que interactii@l campo gravitatorio de un
planeta de masa (M), el campo de fuerza a queréesemetida la particula viene
expresado por:

~ mM
F(I‘) = _Gr—z er
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Con lo que el trabajo mecanico realizado sobreattiqula por dicho campo de fuer-
za resulta:

:—jrBG—d

Que por lo tanto sera mdependiente de la trayiacholo largo de la que se lo calcule
y vendra dado por:

1 1
W=-GmM|| — |-| — 4.22
I's Ia
Anélogamente, considerando una particula sometislecampo de fuerza eléstico:

F(r)=-krg,
El trabajo realizado por este campo sobre unacpdatiendra expresado por:
r
W =-[*krdr
A
Que nuevamente resulta independiente de la trayecyoviene dado por:
1
W:——k(rz—rz) 4.23
2 B A

Resultando interesante observar que para las isihgscconsideradas el trabajo me-
canico puede ser expresado como la diferencia, ieglaltle signo, de una funcion
escalar de la coordenada radial. Asi en el casmdmmpo gravitatorio la funcion a
la que hacemos referencia, vendra dada por:

mM
d(r)=-G—
r
Y en el caso de un campo de fuerzas elasticas, por:
1
®(r) = Sk r?

Con lo que en ambos casos, el trabajo mecéaniczadal por el campo de fuera es
independiente de la trayectoria y puede ser exgpoesamo:

W =—{o(rg ) - (r, )

Donde () es la correspondiente funcién escalar a la qaerhas referencia ante-
riormente.

4.07 CAMPO DE FUERZA CONSERVATIVO.

Funcion Energia Potencial.

Diremos que un campo de fuerzas e€ampo Conservativouando, el trabajo
mecanico realizado por dicho campo es independdmta trayectoria a lo largo de
la que se lo calcula y puede ser expresado comiidel@ncia, cambiada de signo, de
una funcién escalar de las coordenadas de los pentecemos involucrados, 1o que
formalmente puede expresarse como:

J: F(T) @ = - [®(7,) - (7,)] 4.24

Donde a la funcion escalar, asociada con el careffaetza considerado, la recono-
ceremos en adelante corRancidén Energia Potenciajue como ya lo mencionéara-
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mos sera, en general, una funcidén escalar de tasemadas espaciales que en ade-
lante identificaremos con:

@ = O(T)
Teniendo en cuenta lo mencionado recientementendendo las conclusiones ob-
tenidas en el tema anterior resulta que, en genaralampo de fuerza radial esféri-
camente simétrico debera ser considerado un caomeekvativo. En particular de
(4.22) obtenemos que la funcién energia potensiatiada a un campo gravitatorio
vendra expresada por:

mM
CDg(r) =-G— 4.25
r
Analogamente teniendo en cuenta (4.23) es clarolajfiencion energia potencial

asociada con un campo de fuerza elastico vendrésagia por:
1
D (r)==kr? 4.26
2

Considerando el caso de una particula sometidanap@ de fuerza resultante de su
interaccion con un muelle lineal de longitud proyig, con lo que:

F(F)=-k(r-r)e
Y teniendo en cuenta lo anterior, resulta que fecifin energia potencial asociada
con dicho campo de fuerza vendra expresada por:

1
CDm(r):Ek(r -r,) 4.27
Que en términos de la deformaci@y del muelle podemos indicar como:
1
o (r)= ks>
2

Considerando la interaccion con un campo de fugnendtatorio constante:

F(F)=-mg ]
Resulta que la funcién energia potencial vendra gad:
(Dgc(r) = mgy 4.28

En este momento, resulta importante destacar q&enaion Energia Potencial no
esta univocamente definida, en realidad, estaidafammenos de una constante arbi-
traria, en cuanto a que (4.24) nos define la difgeede la funcion energia potencial
y no la funciéon misma, por lo que a cada una déulagones obtenidas recientemen-
te podriamos sumarle una constante arbitrariadifetencia cambiada de signo con-
tinuaria satisfaciendo (4.24). Asi a las funcioassciadas con cada uno de los cam-
pos considerados recientemente podriamos expresarizo:

cDg(r) = —Gm—rM + cte

P, (r)= % kr? +cte

@, (r) :%k(r -r,)* +cte
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®.(r)=mgy+cte

Y continuarian satisfaciendo lo requerido por (1.24 que puede parecer un serio
inconveniente, sin embargo no lo es, puesto qugeraral estaremos interesados no
en el valor que toma dicha funcién sino en la difera de dicha funcién entre dos
estados determinados, o sea en el trabajo mecd&atpado por el campo de fuerza
en consideracion, que es el que producira caminida energia cinética de la parti-
cula o centro de masa de un cuerpo. Sin embargtiae®modo para el manejo de
informacion, ponernos de acuerdo en asignar a slicbhastantes un determinado
valor, siendo indudablemente el valor nulo el némendable, lo que para cada
uno de los casos considerados implica asignaranbinente el valor nulo a la fun-
cion energia potencial para puntos del espacionskxgicriterios que se detallan a
continuacion.

Campo Gravitatorio.

Asignaremos arbitrariamente el valor nulo a la fimenergia potencial cuando la
coordenada radial involucrada tiende a infinita) tmque la constante sera nulay la
funcion nos queda:

mM
o, (r)=-G—
g
r
Campo de Fuerza Elastico.
Asignaremos arbitrariamente el valor nulo a la fimenergia potencial cuando la
coordenada radial involucrada es nula, con lo gumhstante sera nula y la funcion
nos queda:

P, (r) :%kr2

Interaccion con un Muelle Lineal.

Asignaremos arbitrariamente el valor nulo a la fimenergia potencial cuando la
coordenada radial coincida con la longitud proghrduelle, o sea cuando el muelle
esta sin deformar, con lo que:

@)= K(r-r )

Campo Gravitatorio Constante.
Asignaremos arbitrariamente el valor nulo a la fimenergia potencial cuando la
coordenada vertical es nula, con lo que la corstseta nula y la funcidon nos queda:

®y.(r) = mgy
Aceptando estas condiciones, en adelante podresfexamos sin ambigledades a la

funcion energia potencial asociada con los campdsieza mencionados anterior-
mente.

Finalmente resulta interesante notar que si un cadaguerzas es conservativo y por
ende satisface (4.24) entonces el trabajo mecaealzado por dicho campo a lo

largo de una trayectoria cerrada sera nulo, yaequese caso los extremos de inte-
gracion seran coincidentes y por lo tanto tamboéeelran los valores de la funcion

energia potencial, con lo que.

§F(F)cor =0
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