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2.06 INTERACCIÓN CON UN MEDIO VISCOSO. 
Otra fuerza con características disipativas, al igual que el rozamiento dinámico, 

es la que resulta de la interacción entre un cuerpo y un medio viscoso o bien como 
consecuencia de la interacción entre dos superficies cuando media entre ellas un lubri-
cante. 
En estas condiciones la interacción dará lugar a fuerzas cuyo sentido se opone al del 
movimiento y que de diferentes maneras, dependen de la velocidad del cuerpo como 
se indica en la expresión siguiente. 
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Donde f (v) es una función escalar del módulo del vector velocidad, que en general 
dependerá, entre otras cosas, de la viscosidad del medio y de parámetros vinculados 
con la geometría del problema. 
En particular cuando una esfera de pequeño diámetro se desplaza en un medio viscoso 
se verá sometida a una fuerza como la que se indica a continuación: 
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Donde para la situación indicada, (kv) es una constante que depende de la viscosidad, 
de la densidad del medio y de las dimensiones de la esfera empleada. 
Así, al considerar la caída de un cuerpo en un medio viscoso, la fuerza a la que se verá 
sometido el cuerpo como resultado de su interacción con el medio dará lugar a una 
aceleración en la dirección vertical y en sentido opuesto al movimiento, dada por: 

ycby &&& −=  
Donde la constante (b) está asociada con el empuje de Arquímides a que se ve someti-
do el cuerpo por estar sumergido en un fluido y la constante (c) con la viscosidad del 
medio y la geometría del problema, con lo que de la anterior resulta: 
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De donde, luego de integrar entre límites compatibles y suponiendo nula la velocidad 
en el instante inicial, de la anterior obtenemos: 
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Con lo que la velocidad variará con el tiempo según: 
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Cuya gráfica cualitativa se muestra en la figura 
lateral, donde puede observare que la velocidad del 
cuerpo tenderá exponencialmente a un valor máxi-
mo dado por: 

c
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Siendo interesante destacar que, estrictamente, se necesitará un tiempo infinito para 
alcanzar dicho valor. 
Mediante la simulación a la que puede acceder ejecutando el archivo Amortiguado.htm 
incluido en la carpeta del mismo nombre, podrá observar las variaciones temporales 
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en la velocidad de una pequeña esfera que se deja caer desde el reposo en un medio 
viscoso, para diferentes valores de la mencionada magnitud. 
 
2.07 OSCILACIONES AMORTIGUADAS. 

Consideraremos a continuación el caso de un cuerpo sometido a una fuerza elás-
tica, resultante de su interacción con un muelle y a una fuerza del tipo viscosa, direc-
tamente proporcional a su velocidad, como consecuencia de su interacción con algún 
mecanismo que la proporciona, como el sugerido en la figura, siendo ésta un diagrama 
muy simplificado de lo que podría ser el sistema de amortiguación de un automóvil. 

 
Suponiendo que el sistema se aparta de su posición de equilibrio y se lo deja en liber-
tad, se verá sometido a un conjunto de fuerzas externas como las indicadas en el dia-
grama siguiente, que resultan de la interacción con el muelle, con la superficie hori-
zontal, que suponemos libre de rozamiento, con el amortiguador y con el campo gravi-
tatorio, con lo que la ecuación de Newton para el centro de masa del cuerpo queda: 
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Evaluando las componentes según las direcciones de un sistema 
cartesiano como el considerado las oscilaciones libres, la fuerza 
viscosa y la fuerza elástica a la que se verá sometido el cuerpo po-
drán ser expresadas como: 
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Con lo que de la componente horizontal de la ecuación de Newton para el centro de 
masa del cuerpo, obtenemos la siguiente ecuación diferencial. 

x mxkxk ev &&& =−−  
Dividiendo por la masa y definiendo la constante de amortiguación como: 

m2

kv=λ
 

Y la frecuencia natural del sistema, como la frecuencia con la que oscilaría dicho 
sistema en ausencia de la fuerza viscosa: 

m
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La ecuación diferencial nos queda expresada como: 

0xwx2x 2 =+λ+ o&&&
 

Proponiendo nuevamente una solución del tipo exponencial: 
qtCe)t(x =  

Y reemplazando la función propuesta y sus derivadas temporales en la ecuación dife-
rencial, resulta que la constante (C) podrá tomar cualquier valor siempre que la cons-
tante (q) sea una solución de la ecuación algebraica. 

0wq2q 22 =+λ+ o  
De donde resulta que los valores posibles para la mencionada constante serán: 
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22 wq o−λ±λ−=
 

Por lo tanto, la solución general de nuestra ecuación diferencial vendrá expresada co-
mo una combinación lineal de las soluciones particulares, que se obtienen al conside-
rar cada una de las raíces resultantes de la expresión anterior, con lo que las caracterís-
ticas del movimiento dependerán fuertemente de la relación que exista entre las cons-
tantes que caracterizan el sistema, resultando así las situaciones particulares que se 
detallan a continuación. 
 

Movimiento Oscilatorio Amortiguado. 
Resulta de suponer un cierto predominio de la fuerza elástica sobre la fuerza disipativa 
y corresponde al caso en el que la constante de amortiguación es inferior a la frecuen-
cia natural del sistema, o sea cuando: 

ev mk2k            w <∴<λ o  
Con lo que, las raíces de la ecuación cuadrática pueden expresarse como: 

22wiq λ−±λ−= o  
Que en términos de una nueva constante podemos indicar como: 
 

Ω±λ−= iq  

 

Donde: 22w λ−=Ω o  
Con lo que la solución general de nuestra ecuación diferencial, para la situación en 
consideración, nos queda expresada como: 
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Comparando la función encerrada entre corchetes con la solución general que obtuvié-
ramos en el caso oscilatorio tratado anteriormente, es claro que operando de la misma 
manera con dicha función, la solución de nuestra ecuación diferencial actual, puede 
expresarse en término de dos nuevas constantes, que dependerán de las condiciones 
iniciales, como: 

)t sen(Ae)t(x t δ+Ω= λ−
 

Resultando así un movimiento oscilatorio, con una frecuencia menor que la natural del 
sistema y con una amplitud que decae exponencialmente con el tiempo como se mues-
tra cualitativamente en la figura siguiente, que en adelante reconoceremos como mo-
vimiento oscilatorio amortiguado, cuyo período vendrá dado por: 
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Obviamente mayor que el correspondiente al 
caso libre de amortiguamiento considerado 
en el tema anterior, siendo oportuno observar 
que la solución obtenida en dicha oportuni-
dad es en realidad un caso particular de la 
lograda recientemente. 

 

 
 

Movimiento Sobre Amortiguado. 
Corresponde al caso en que predomina el amortiguamiento sobre la fuerza de restaura-
ción elástica, o sea cuando: 
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ev mk2k            w >∴>λ o  
En cuyo caso, las raíces de la ecuación cuadrática resultaran reales, distintas y ambas 
negativas, como lo podemos observar al expresarlas según se indica a continuación: 
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Con lo que la solución general quedará expresada como: 
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Teniendo en cuenta que los exponentes son ambos 
negativos, resulta un movimiento no oscilatorio y 
fuertemente amortiguado como se sugiere en la figura 
lateral, donde hemos supuesto que en el instante ini-
cial el cuerpo se deja en libertad con una velocidad 
tal que durante un pequeño intervalo de tiempo gene-
ra un incremento en la deformación del muelle. 
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Movimiento con Amortiguación Crítica. 
Corresponde a la situación que resta por tratar, o sea cuando: 

ev mk2k            w =∴=λ o  
En cuyo caso las raíces de la ecuación cuadrática son reales e iguales: 

λ−== 21 qq  
Situación en la que puede verificarse por simple sustitución, que otra solución particu-
lar de nuestra ecuación diferencial viene dada por: 

te t C)t(x λ−=  
Con lo que la solución general puede expresarse como: 

t
2

t
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Resultando para las situaciones consideradas, 
gráficas temporales cualitativas como las que 
se muestran en la figura que lateral y como una 
adecuada ilustración del tema considerado se 
recomienda la simulación Amortiguadas.  
 
2.08 OSCILACIONES FORZADAS SENOIDALMENTE.  
        Consideraremos en esta oportunidad, un 
sistema como el tratado anteriormente en el 
que además supondremos que el cuerpo está 
sometido a una excitación externa del tipo 
senoidal, como se sugiere en la figura lateral.  
En este caso, la componente horizontal de la ecuación de New-
ton para el centro de masa del cuerpo resulta: 
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oo&&& =+λ+  

Donde: 
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Para una situación como ésta, puede demostrarse que la solución general de la ecua-
ción diferencial, claramente no homogénea,  se obtiene como la suma de la solución 
general de la homogénea, mas una solución particular de la no homogénea, esto es: 

)t(x)t(x)t(x PH +=  
Donde la solución de la homogénea, es la obtenida en el tema anterior. 

)t sen(Ae)t(x t δ+Ω= λ−
 

Como solución particular de nuestra ecuación diferencial propondremos una función 
como la que se indica a continuación: 

)wtcos(B)wtsen(B)t(x 21P +=  
Donde la frecuencia coincide con la frecuencia de excitación y donde los coeficientes 
deberán ser determinados para garantizar que la función propuesta sea efectivamente 
una solución de la ecuación diferencial original. Con este propósito deberemos reem-
plazar en dicha ecuación, la función y sus derivadas temporales, con lo que y luego de 
operar algebraicamente, obtenemos que los coeficientes deberán ser tales que: 
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Puesto que la anterior deberá ser válida en todo instante, es claro que los factores que 
multiplican a las funciones trigonométricas deberán anularse, con lo que los coeficien-
tes (B1 y B2) deberán ser solución del sistema de ecuaciones. 
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De donde resulta: 
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Teniendo en cuenta ahora que, la solución particular puede ser expresada en término 
de dos nuevas constantes (B) y (φ), como se indica a continuación. 

)wtsen(B)t(xP φ+=  
Donde las nuevas constantes están relacionadas con las anteriores mediante: 
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Y donde el ángulo (φ) es el desfasaje entre la excitación y la solución particular pro-
puesta, con lo que, luego de tener en cuenta las expresiones logradas para la constantes 
anteriores en término de los parámetros originales, estas nuevas constantes nos quedan 
expresadas en término de dichas magnitudes, como: 
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Por lo tanto, la solución general de nuestra ecuación diferencial, suma de la corres-
pondiente a la homogénea mas la particular recientemente obtenida, vendrá dada por: 

)wtsen(B)t sen(Ae)t(x t φ++δ+Ω= λ−
 

Resultando entonces la superposición de una oscilación con amplitud constante (B) y 
frecuencia coincidente con la de excitación que perdurará en el tiempo, mas una fun-
ción que se amortigua con el tiempo, que en adelante identificaremos como estaciona-
ria y transitoria, respectivamente. Finalizado el mencionado estado transitorio, que 
notemos estará fuertemente relacionado con la amortiguación involucrada, el sistema 
alcanza el estado estacionario, que responde a una oscilación con amplitud constante y 
con una frecuencia coincidente con la de excitación, tal que la posición de la partícula 
variará con el tiempo según: 

)wtsen(B)t(x φ+=  
Resulta interesante observar que la amplitud del estado estacionario, dependerá fuer-
temente de la relación existente entre la frecuencia natural del sistema y la frecuencia 
de excitación, obteniéndose amplitudes muy importantes cuando la frecuencia de la 
excitación es coincidente con la frecuencia natural del sistema, en cuyo caso: 
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Y el desfasaje entre la excitación del sistema y la respuesta del mismo, por: 

2

π=φ
 

 
Situación que en adelante identificaremos como de 
Resonancia, siendo importante observar que en 
dicho estado, el valor de la amplitud resultante de-
penderá inversamente de la constante de amortigua-
ción, tendiendo a infinito si dicha constante tiende a 
la nulidad. 
La figura lateral muestra gráficas cualitativas de la 
amplitud en el estado estacionario en función de la 
relación entre la frecuencia de excitación y la fre-
cuencia natural del sistema, para diferentes valores 
de la constante de amortiguación.  
Finalmente y como interesantes ilustraciones del tema se recomiendan las simulacio-
nes Forzadas-1, Forzadas-2 y el video Resonancia. 
 
2.09 OSCILACIONES DE SISTEMAS CON DOS GRADOS DE LIBERTAD. 

Consideraremos a continuación las características de las oscilaciones de un sis-
tema con dos grados de libertad como el sugerido en la figura siguiente, donde supo-
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nemos que ambos cuerpos tienen igual masa, el resorte de acoplamiento una constante 
(k) y la misma constante elástica para los resortes laterales. 
 

mmm 21 ==  

okkk 21 ==   
Con el propósito de plantear las ecuaciones de movimiento, supongamos que aparta-
mos al sistema de su posición de equilibrio y lo dejamos en libertad desde un punto en 
el que ambas coordenadas son positivas y tales que la primera es mayor que la segun-
da, en cuyo caso la ecuación de movimiento para el centro de masa de cada uno de los 
cuerpos vendrá dada por: 
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Sistema de ecuaciones diferenciales acopladas, que puede expresarse como: 
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Proponiendo soluciones del tipo: 
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Reemplazando en las ecuaciones diferenciales y operando algebraicamente, obtene-
mos que las constantes involucradas deberán ser tales que: 
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Que tendrá solución distinta de la trivial si el determinante de sus coeficientes es nulo: 
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De donde resulta que el parámetro (p) podrá tomar los valores: 
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Que en adelante identificaremos como frecuencias fundamentales, las que como ve-
remos estarán asociadas con diferentes modos de oscilación, que identificaremos co-
mo modos fundamentales. 
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Teniendo en cuenta la primera solución en cualquiera de las ecuaciones algebraicas, 
resulta que ambas constantes deberán ser iguales, con lo que las soluciones de nuestro 
sistema de ecuaciones diferenciales se puede expresar como: 
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modo lento 

En cuyo caso, ambos cuerpos oscilarán en fase y con la misma amplitud, con lo que, 
en este modo, el resorte de acoplamiento no interviene en el movimiento, se comporta 
como si se tratara de una varilla rígida. 
Teniendo en cuenta la segunda solución en cualquiera de las ecuaciones algebraicas 
resulta que las constantes deberán ser iguales pero de signo opuesto, con lo que: 
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modo rápido 

En cuyo caso, ambos cuerpos oscilaran con la misma frecuencia y amplitud pero des-
fasados en (180o) de manera que se mueven en sentido opuesto y el centro del resorte 
de acoplamiento permanece fijo, como si este punto estuviera rígidamente vinculado a 
una pared, como se sugiere en la figura siguiente y como lo podrá apreciar en la simu-
lación a la que puede acceder ejecutando el archivo Acoplados.htm incluido en la car-
peta del mismo nombre, donde dejando en libertad al sistema con amplitudes iguales, 
podrá observar las características con las que oscila en el modo lento y dejando en 
libertad al sistema con amplitudes iguales pero de signo opuesto, podrá observar las 
características del segundo modo. 

 

En general y dependiendo de las condiciones iniciales, el movimiento de cada uno de 
los cuerpos quedará descripto por una combinación lineal de ambas soluciones, y en 
particular si suponemos que el sistema se deja en libertad a partir de una configuración 
en la que ambas masas están en reposo con posiciones distintas a las indicadas ante-
riormente, resulta: 
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Suponiendo que en el instante inicial la coordenada del segundo cuerpo es nula, y 
teniendo en cuenta las relaciones trigonométricas para la suma y diferencia de cosenos 
con diferentes argumentos, de las anteriores se obtiene que en estas condiciones: 
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Cuyas gráficas temporales se muestran en las figuras siguientes, donde puede obser-
varse que cada cuerpo oscila con una amplitud modulada por una señal de menor fre-
cuencia, y que existe un constante intercambio de energía entre los elementos que 
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intervienen en el sistema, tal como lo podrá apreciar con toda claridad en la simula-
ción indicada anteriormente, dejando al sistema en libertad con las condiciones inicia-
les establecidas para obtener la solución anterior. 

 

 

 
 
Péndulos Acoplados. 
La figura lateral nos muestra un sistema como el que 
hemos considerado, formado por dos péndulos acopla-
dos mediante un muelle, en donde los muelles laterales 
no existen.  
 
 
 

Las imágenes laterales co-
rresponden a dos instantes 
diferentes cuando el siste-
ma oscila en el modo lento.   
 
 

 
Mientras que estas otras imá-
genes corresponden a dos 
instantes diferentes cuando 
oscila en el modo rápido.   
Tal como lo podrá apreciar en el video Acoplados que se recomienda ejecutar y de 
donde fueron extraídas las imágenes anteriores. 
 


